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(Z. Naturforschg. 15 a, 448—460 [1960] ; eingegangen am 3. Mérz 1960)

The purpose of the following paper, which is published in three parts, is to show the possibility of
making consistent use of an indefinite metric in the space of states and of the probability interpreta-
tion of quantum mechanics. In the part I bilinear forms, which are invariant under the transformations
of symmetry groups, are constructed. The construction of the fundamental metric tensor for the
various types of representations is exemplified for the case of inhomogenious Lorextz group. The
results are also applicable for other groups. The representations of the finite and compact group are
however normal. In these cases the use of an indefinite metric does not bring about a new look for the
theory of representations.

In the parts II and III besides invariance of bilinear forms further conditions are stated, which are
sufficient for the propability interpretation. The existence of superselection rules by which the space
of states breaks up into coherent sectors leads to two procedures. In the part II the facts within one
coherent sector are solely studied. These results are important for the representations of those sym-
metry groups, which leave the coherent sectors invariant (e.g. the inhomogenious Lorextz group).
Each sector is divided by a cut into a subspace, the elements of which represent physical systems. and
a rest. The representations in the ,.subspace of physical systems® of these symmetry groups, which
leave the sectors invariant, are unitary.

In the part III the space of states as a whole is investigated. The symmetry group of isotopic spin
for a simple case is discussed there as an example of mapping from one coherent sector to another.

At the end a possible generalization for the dual vector of a vector is discussed.

1. Bisherige Verwendung der indefiniten Metrik
im Zustandsraum

Eine indefinite Metrik im Zustandsraum zu ver-
wenden. erscheint wegen des Widerspruches, der mit
der tblichen Wahrscheinlichkeitsinterpretation im
allgemeinen entsteht, auf den ersten Blick sinnlos.
DalBl man trotzdem bei etwas Vorsicht mit einer in-
definiten Metrik arbeiten kann. hat sich an Beispie-
len gezeigt. Dirac ! kam als erster auf den Gedanken.
von einer indefiniten Metrik. und zwar im Zusam-
menhang mit der Quantisierung von Bose-Feldern
im Zustandsraum Gebrauch zu machen. PauvLi? hat
sich um weitere Klarung dieser Diracschen Methode
besonders im Zusammenhang mit einer Theorie von
WeNTzEL® bemiiht. Wahrend in den genannten Ar-
beiten das Hauptanliegen darin bestand, Konvergenz-
schwierigkeiten der quantisierten Theorien mit Hilfe
der indefiniten Metrik zu uberwinden, haben Breu-
LEr ¥ und Guppra ® diese in der Elektrodynamik im
Zusammenhang mit den Komplikationen, die bei
der Quantisierung der vierten Komponente des
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MaxweLL-Feldes auftraten. angewandt; ihre Art der
Quantisierung hat sich eingebiirgert.

Das neuerliche Interesse an der indefiniten Metrik
im Zustandsraum wurde durch die Arbeiten tiber das
Lee-Modell 678 geweckt. In die Heisensercsche Theo-
rie der Elementarteilchen ? geht die indefinite Metrik
als eine der wesentlichen Grundlagen ein.

2. Zielsetzung und Inhaltsangabe

Die vorliegende Arbeit stellt sich als erste Auf-
gabe. den Zusamenhang zwischen der Darstellungs-
theorie der im Zustandsraum wirkenden Symmetrie-
gruppen und dem metrischen Fundamentaltensor
herzustellen. Der Fundamentaltensor muf} so einge-
fihrt werden. daf} die mit ihm gebildeten Bilinear-
formen im Zustandsraum unter den Symmetriegrup-
pen invariante Grofen werden. Dieses Programm
wird im Teil I am Beispiel der inhomogenen LorenTz-
Gruppe durchgefiihrt; die Resultate gelten bis auf
spezielle Aussagen auch fir andere Symmetriegrup-
pen. Bei Verwendung einer indefiniten Metrik tre-
ten im allgemeinen nicht-unitire Darstellungen auf.
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INDEFINITE METRIK IM ZUSTANDSRAUM I

Es kommen dann auch reduzible, aber nicht zerfal-
lende Darstellungen vor. Da diese Klasse von Dar-
stellungen fiir die spitere Anwendung wichtig scheint,
ihre Behandlung jedoch etwas miihsamer ist, neh-
men sie im Teil I den grofBten Raum ein.

In den Teilen II und III wird auf die Wahrschein-
lichkeitsinterpretation eingegangen. Da dieser eine
Zerlegung eines Zustandes nach gewissen anderen
Zustinden vorausgeht, d. h. umgekehrt, die Super-
position von gewissen Zustinden zu einem vorlie-
genden wichtig wird, tritt die Frage der Superponier-
barkeit von Zustinden in den Vordergrund. Es
kommt damit die Tatsache ins Spiel, dall der Zu-
standsraum in kohdrente Sektoren im Sinne der
Uberauswahlregeln zerfillt.

Damit muf} sich die Betrachtung aufgabeln: Im
Teil IT werden die Verhaltnisse innerhalb eines ko-
hérenten Sektors diskutiert und Zusatzforderungen
an die Darstellung der Symmetriegruppen, welche
die kohdrenten Sektoren invariant lassen, gestellt.
Das Ergebnis, welches aus diesen Zusatzforderungen
fir den Zustandsraum folgt, 1aBt sich so zusammen-
fassen: Jeder kohirente Sektor & zerfillt in zwei
Teilrdume. Im Teilraum & liegen die physikalischen
Zustinde im Komplement von & in bezug auf €
die nichtphysikalischen (oder ,,Geister). Bestiinde
der Zustandsraum nur aus einem einzigen kohéaren-
ten Sektor €, so wiirden auf €©” durch die Sym-
metriegruppen unitire Darstellungen induziert. Man
muf} natiirlich von Anfang an & so wihlen: Den
Elementen des durch die Zusatzforderungen heraus-
geschilten Teilraumes ©” miissen eineindeutig die
empirisch auftretenden physikalischen Systeme zu-
geordnet werden konnen.

Im Teil III werden die Symmetriegruppen, die
Sektoren aufeinander abbilden, behandelt und eine
naheliegende Verallgemeinerung der Ubereinstim-
mungswahrscheinlichkeit besprochen. Der letzte kurze
Abschnitt des Teiles III befafit sich mit dem zu
einem Vektor dualen und weist auf eine magliche
Verallgemeinerung bei der Zuordnung des dualen

Vektors hin.

Da der Fundamentaltensor der Metrik im Teil I
Gegenstand der Diskussion und nicht eine vorgege-
bene Grofe ist, wurde hier zunichst auf die elegan-
tere Schreibweise mit kovarianten und kontravarian-
ten Komponenten verzichtet. Im Teil II und Teil III
wird dann die Schreibweise mit kovarianten und
kontravarianten GroBen angewendet. Der Anhang
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zum Teil I bringt einen etwas lingeren Beweis, der
den Text zu sehr belastet hatte.

Die Arbeit beschrinkt sich, soweit in Teil I
Sétze fir die Konstruktion des Fundamentalten-
sors erarbeitet werden, auf die Kldrung von der
algebraischen Seite her. Wenn unendliche Matrizen
auftreten, wird angenommen. daf} sie existieren. An
Zustandsrdumen werden solche betrachtet, die sich
als direkte Summen von Darstellungsrdumen irredu-
zibler Darstellungen und reduzibler, aber nicht zer-
fallender Darstellungen (von dem in den Abschnit-
ten 3¢ und 3 d behandelten Typ) schreiben lassen.
Neben den Konvergenzfragen bedarf bei einer Kla-
rung von analytischer Seite her auch das Problem
der Riickfihrung einer stetigen Strahldarstellung auf
eine stetige Vektordarstellung, das von Wicner 1°
fir die unitdren Darstellungen behandelt wurde, der
erneuten Uberarbeitung.

Teil I. Invariante Bilinearformen

§ 1. Invariante Bilinearformen als Wahrschein-
lichkeitsamplituden

Um etwas uber die Darstellungen der Symmetrie-
gruppen folgern zu konnen, sei eine Transforma-
tionsgruppe vom passiven Standpunkt !! aus betrach-
tet. Liege zunidchst eine definite Metrik vor. Mit
(a) (yw|¢) werde das in dem Hrerr-Raum er-
klarte invariante Hermitesche Produkt bezeichnet,
wobei (| die konjugiert-komplexen Komponenten
von | y) hat. Eine Messung im Koordinatensystem A
am Objekt ¢ vorgenommen, habe das Element y,°
aus 4 ergeben. (Um Verwechslungen zu vermeiden,
wird hier von einer Messung im Koordinatensystem A
und nicht von einem Beobachter A gesprochen, wo-
bei man die MeBapparate als zum Koordinatensystem
zugehorig betrachtet.) Die Wahrscheinlichkeitsampli-
tude dafiir, daB eine weitere im Koordinatensystem A
an demselben System vorzunehmende Messung einen
Zustand ¢ % ergibt, ist (b) (@a¥|ya®). Sei der
Einfachheit halber angenommen, daB die ¢,* be-
reits ein vollstindiges System von orthonormierten
Zustanden bilden, so wird

(c) (wa®|wa®)
=D (wa @a®) (@a¥|wa®) = D [(@aF[ya)?
k k

=D {ya® | Pr|ya®) mit Pr=|@aF)(@a*].
k
10 E. P. WicNer, Ann. Math. 40, 149 [1939].
11 E. P. Wiener, V. Baremany u. A.S. WicaTman, Notes on
Relativistic Quant. Mechanics. (Intern. School of Phys.,
Varenna 1958).
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Aus (c) erkennt man. daB fiir P, die beiden cha-
rakteristischen Eigenschaften der Projektionsopera-
toren erfiillt sind:

P,=P*,  P2=P,.

Aus (c) folgt. daB (y,\ | Py : yA") positiv definit ist.
sofern P yy“) 0 ist.

{4\ Py lyy©) soll die Ubereinstimmungswahr-
scheinlichkeit 12 der Zustinde ¢.* und y,“ heiBen.
Beschreibt ein Beobachter B von seinem Koordina-
tensystem aus die Messungen. die im Koordinaten-
system A vorgenommen wurden. so ordnet er dem
Element 1,¢ aus £ ein transformiertes y5¢ aus Hyp
zu, entsprechend dem Element ¢ \* aus ), ein trans-
formiertes ¢* aus $p. und die Ubereinstimmungs-
wahrscheinlichkeiten der Elemente ,¢ und ¢,* aus
4 einerseits und die der Elemente v und ¢g* aus
$p andererseits miissen gleich bleiben. da sie sich
auf ein und denselben Meflvorgang beziehen.

(d) [(@ak | wa®)|2=

Hierfiir ist hinreichend. daf}

(€)  (@ak|ya®) = (pp"|wp‘) ist. Aus (e) geht
hervor, dafl die Transformation. welche ! 2
iiberfiihrt, isometrisch sein muB. Falls 4=y ist.
entspricht dieser Transformation eine unitire Ab-
bildung des HiLBerT-Raumes auf sich selbst.

Es gibt auch Fille. in denen zwar noch (d). aber
nicht mehr (e) erfiillt ist. z. B. bei der Zeitumkehr-
transformation, die man antiunitar wéhlt:

(¢ |yp)— (w|T*Tq¢), wobei T unitir ist.

Von diesen Ausnahmen abgesehen, konnen bei
Vorgabe der Gruppen. gegen die Invarianz bestehen
soll, die Elemente des HiBerr-Raumes nur solchen
Darstellungen angehoren, in denen die Symmetrie-
gruppen unitire Darstellungen induzieren. Wenn
man fiir den Zustandsraum groflere Freiheit wiinscht
und andere Elemente, die sich nicht nach unitiren
Darstellungen transformieren, zuldflt, ist es nicht
mehr moglich, fir die Definition der Wahrschein-
lichkeitsamplitude (a) in der Weise zu verwenden.
daB man (v | in einer bestimmten Basis die konju-
giert-komplexen MaBzahlen von | ) zuordnet. Denn
dann lieBen sich die Gln. (d) und (e) nicht erfillen.
Statt dessen hat man die Bildung des zu |vy) dualen
Elementes in einer allgemeineren Weise vorzuneh-
men, um invariante Bilinearformen zu erhalten.

Das Symbol (x[w) soll fortan auch im allgemei-

Elq,c)\[2
(@u® | wpo)[2.

12 G. Stissmany, Bayer. Akademie d. Wissensch. Math.-
Naturw. Klasse. Neue Folge, Heft 88.
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nen Fall (bei indefiniter Metrik) invariante Bilinear-
formen bezeichnen. Dagegen soll wie iiblich das
Symbol (y,v) fir das im Zustandsraum erklirte
Hermiresche Produkt stehen. was nach Einfiihrung
einer vollstindigen Basis durch (7, v) =X z.* v, er-

v
klart wird. wobei die v, und y. die zu v bzw. ¥
zugehorigen Malizahlen sind.

(x-v) ist bei Verwendung von nicht-unitiren
Darstellungen nicht mehr invariant. Der Teil I be-
faBit sich im wesentlichen mit der Aufgabe. einen
HermiTeschen Fundamentaltensor g fiir die verschie-
denen Typen von irreduziblen bzw. reduziblen aber
nicht zerfallenden Darstellungen so einzufiihren, dafl
(g7.v) = (2. g) invariant wird.

Die Diskussion iiber Projektionsoperatoren und
Ubereinstimmungswahrscheinlichkeiten im Falle der
durch g eingefiihrten (indefiniten) Metrik mag spa-
ter erfolgen. Hier sei nur angemerkt. daf} im folgen-
den unter einem Erwartungswert eines Operators M
der Ausdruck (M) = (p.gM¢)/(¢.g¢) verstan-
den werden soll. Verlangt man, daf} der Erwartungs-
wert reell ist. so muf}

(p.gMq) =(p. M gg) = (p.gMq)

sein, d.h. M=g ' M*g=M"; M" heifle fortan der
zu M adjungierte Operator (M"™ =M ist selbstadjun-
giert), wahrend M* der Hermitesch-konjugierte Ope-
rator zu M ist.

In den néchsten Paragraphen soll die Einfithrung
eines Fundamentaltensors fiir die Transformationen
der inhomogenen Lorentz-Gruppe durchgefiihrt wer-
den. Wir beschranken uns auf das Stiick &;; der in-
homogenen Lorentz-Gruppe, das aus der Identitdt
durch stetigen Ubergang gewonnen werden kann.
Wir fordern die Invarianz wie im Falle der definiten
Metrik nicht erst fiir die Ubereinstimmungswahr-
scheinlichkeiten, sondern etwas scharfer fiir die Bi-
linearform.

§ 2. Die inhomogene Lorentz-Gruppe

a) Gruppeneigenschaften im Zusammenhang mit der
Darstellungstheorie

In diesem Abschnitt sollen die fiir die Darstellungs-
theorie wichtigsten Tatsachen fiir die inhomogene
Lorentz-Gruppe in Kiirze zusammengestellt werden.

Bezeichnet man mit ¢; die Translationen, mit Az die
homogenen Transformationen, mit (.1¢) eine Transla-
tion um die gerichtete Strecke (At), wobei (At) aus ¢
durch die homogene Transformation .1 hervorgeht, so
gilt

tycto=ty ty, A-t=(At)-A.
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Wichtige Untergruppen von &;; sind die homogene
Gruppe &y, die Translationsgruppe &, die eigentliche
dreidimensionale Drehgruppe 5, wobei Dg in Ly, liegt.

1. Der zweifache Zusammenhang von 9, iibertrigt
sich auf &4;, und von da weiter auf &j;, so daB auch
diese Gruppen zweifach zusammenhingend sind.

2. Die Translationsgruppe ¥ ist in &;; der einzige
echte Normalteiler. Die Faktorgruppe %;;/T ist iso-
morph der homogenen Gruppe &y, .

3. Sowohl die homogene Lorentz-Gruppe &h;, wie
auch die Translationsgruppe T sind nicht kompakt, da-
mit ist auch &;; nicht kompakt; doch ¥, , T, &, sind
wenigstens lokalkompakt.

Fiir die Darstellungstheorie folgt aus

1. dal man die zweideutigen Spindarstellungen der
Drehgruppe auch unter den Darstellungen der &, und
&, wiederfindet, aus

2. kann man auf die Treue der Darstellungen, ins-
besondere der irreduziblen Darstellungen, schlieBen.
Treu soll heiflen: Zu zwei voneinander verschiedenen
Gruppenelementen gehoren auch zwei voneinander ver-

schiedene Matrizen. Da jede irreduzible Darstellung [gu, I's] .= —i1ups,

einer Gruppe die treue Darstellung einer Faktorgruppe

sein muf, liest man die drei Moglichkeiten ab:

a) Die irreduzible Darstellung der &;, ist treu.

b) Die irreduzible Darstellung stellt &;;/T, aber nicht
&, treu dar, ist damit eine treue Darstellung der
homogenen Gruppe ;. In diesem Falle werden
Elemente, die sich nur durch eine Translation unter-
scheiden, durch dieselbe Matrix dargestellt, insbeson-
dere die Translationen durch die Identitat.

¢) Die Darstellung ist die identische Darstellung.

3. Hier 14Bt sich nichts unmittelbar folgern. Da &,
weder kompakt noch abelsch ist, kann man jedenfalls
nicht damit rechnen, dal die irreduziblen unitiaren Dar-
stellungen endlich dimensional sind. Tatséchlich ist seit
laingerem bekannt 1%, daf} es sowohl fiir die inhomogene
Lorentz-Gruppe wie fiir die homogene Lorentz-Gruppe
keine endlich dimensionalen unitdren irreduziblen Dar-
stellungen gibt, die aulerdem noch treu sind. Da aus 2.
folgte, daB auBer den zu &;; oder Ly, treuen irreduziblen
Darstellungen nur die identische Darstellung vorkom-
men kann, ist diese die einzige endlich dimensionale ir-
reduzible unitire Darstellung. Fs gibt natiirlich treue
endlich dimensionale irreduzible Darstellungen fiir %,
und Lh;, wenn man auf die Unitaritét verzichtet, z. B.
die 4-dimensionale Darstellung der £p, durch sich selbst.

b) Der Infinitesimalring der inhomogenen Lorentz-
Gruppe

Fiir die Ringelemente des Infinitesimalrings der ho-
mogenen Lorextz-Gruppe &h,; — sie gehdren zu Trans-
formationen, welche die 6 Koordinatenebenen invariant
lassen — ergeben sich die folgenden Vertauschungs-
regeln
(a) [Muv ) M}.a] - zi(é,ua M/'.v

+ a,ul Myo + 6;'0 M}LZ + 61’1 Mau)

(/L, V=]-a 2’3,4‘9 ‘u:t:’V, /‘:.:t:(), M/w:—Mry)-

Geht man von der homogenen Lorentz-Gruppe Lp, zur
inhomogenen ¥j; und entsprechend vom Infinitesimal-
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ring £p,° zum Infinitesimalring &;;° iiber, so kommen
die Ringelemente p; hinzu, wobei jedem in der Gruppe
&, die Translationen in Richtung der Achse 4 zugeord-
net sind. Man erhilt die weiteren Vertauschungsregeln

(b) [Mu,pi]_=i(py0ui—pud), [Pusp]-=0.

Statt der M, fiihrt man fiir die Bildung der invarian-
ten Polynome meist andere Groflen ein, den Vektor

8u= Mm' Py
den Pseudovektor [, = 21_ Eruvd Muv D3,
13

mit &, als totalantimetrischen Einheitstensor. Wegen
Mur: "M)'u fOIgt 8u p.u:_—o
und wegen ergibt sich I, p,=0.

Fir die Vertauschungsrelationen der neu eingefiihrten
Groflen erhdlt man

Eruri= — &Lt

pu> '] - =0, [I's, I's]—=pi I'u uwosis [pu>ps] - =0,

[gu ) P;] =1 (p‘u Py— 6/41' P}.2) 5

[gu ) g;] =5 —i(gu Py —8&» pu‘f‘i Esuvi FU P/.) = _iMuv Pl2-

Zunichst sei nach einem einfachen Satz von Polynomen
gefragt, die mit den Elementen der homogenen Gruppe
&y, oder was dquivalent ist, mit den Basiselementen
des Infinitesimalringes M,, vertauschen: Das sind die
Polynome Xp,2, 2 I'? 2 g% 2 g.I .. Die anderen
Invarianten, wie 2 M ,,2, konnen durch diese vier aus-
gedriickt werden. Stellt man die schirfere Forderung
der Vertauschbarkeit mit allen Elementen der Gruppe
&, so bleiben nur zwei 2 p,2, 2 I',? iibrig. Fiir die
Darstellungstheorie kann man damit folgendes ableiten:
Zu jeder irreduziblen Darstellung der inhomogenen
Lorentz-Gruppe gehort je ein Eigenwert von 3 p,? und
2 I' ;2. Physikalisch bedeuten diese fiir die zur irredu-
ziblen Darstellung gehérende Teilchensorte das Quadrat
der Ruhmasse my? bzw. m¢®s(s+1) mit s als Spin des
Teilchens. Im Falle verschwindender Ruhmasse, bei der
auch der Eigenwert zu X I',®> verschwindet, wahlt man
die Proportionalititskonstante s inl';= *s p, zur Cha-
rakterisierung (% gibt die Polarisationsrichtung an).

Fiir die irreduziblen Darstelluncen der inhomogenen
Lorentz-Gruppe, welche isomorph zur Faktorgruppe
/T bzw. zur &, sind, wird, da die Translationen
durch I dargestellt werden, p,=0. Sie sind durch die
Eigenwerte von 3 p,2=0, 2 I';*>=0 und weitere Figen-
werte zu g&,% 8.l . gekennzeichnet. Statt der letzten
beiden Invarianten kann man auch

2 M,uvzy 2 M,ur Mo't Euvor
benutzen.

Die im Vorangehenden gemachten Bemerkungen gel-
ten unabhingig davon, ob die Darstellungen unitér sind
oder nicht.

Der Anfang dieses Abschnittes befafite sich mit dem
Ubergang von der Gruppe zu ihrem Infinitesimalring.
Zum SchluB sollen noch ein paar Bemerkungen zu der
entgegengesetzten Frage folgen. Wie gelangt man vom
Infinitesimalring zur Gruppe, bzw. von seiner Darstel-
lung des Infinitesimalringes zu einer Darstellung der
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Gruppe? Bei einer Reihe von Gruppen, zu denen auch
die inhomogene Lorentz-Gruppe zihlt, gilt: Sei U Ele-
ment des Infinitesimalringes. Die Abbildung U — eV
bildet eine Umgebung der Null des Infinitesimalringes
in eine Umgebung der / in der Gruppe umkehrbar ein-
deutig und stetig ab. Fiir die Darstellungen gilt: Eine
Darstellung des Infinitesimalringes 8° ist Infinitesimal-
ring einer Darstellung von & . Zu der Darstellung der
Gruppe, genauer des Gruppenkeimes, gelangt man durch
die Matrixexponentialfunktion D =e4; D=Matrix der
Darstellung der Gruppe, 4 =Matrix der Darstellung des
Infinitesimalringes 13. Zu diesem Ubergang bei unend-
lich-dimensionalen Darstellungen siehe z. B. Anm. 1°.

§ 3. Grundtypen von Darstellungen

Sei {V(d)} die Darstellung einer Gruppe (% mit

d in ®. so ist auch {(F*(d))™'} eine Darstellung
(V* ist die zu ¥V Hermiresch-konjugierte Matrix),
auf die sich von {V(d)} die Eigenschaften der Ir-
reduzibilitat, der Reduzibilitat, des Zerfalls tibertra-
gen. (Falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind.
soll das Argument von V' weggelassen werden.)
L. Typ: {V(d)} = {(V*(d))~'} identisch in d. Oder
{V*}{V} =I. Es liegt eine unitire Darstellung vor.
Die Unitaritat bedingt, da} die Reduzibilitat einer
Darstellung den Zerfall zur Folge hat. Wegen der
Einfachheit soll hier die Frage des Fundamentalten-
sors sofort erledigt werden. Man gewinnt invariante
Bilinearformen, indem man den Fundamentaltensor
diagonal und auf dem Raume einer irreduziblen
Darstellung konstant wahlt. Ein Spezialfall hiervon
ist die tibliche definite Metrik. welche den Fundamen-
taltensor gleich / setzt.

Des weiteren sind nicht-unitdre Darstellungen zu
betrachten. Wenn eine nicht-unitdre Darstellung in
irreduzible zerfallt, so konnen unter den irreduziblen
Darstellungen unitire vorkommen, es miissen aber
auch nicht-unitire vorhanden sein. Die Teile des
Fundamentaltensors, die sich auf die unitiren ir-
reduziblen Darstellungen beziehen, kann man nach
Typ 1 behandeln. Fiir die nicht-unitéren irreduziblen
konnen zwei Fille eintreten:

2. Typ: {V} dquivalent { (¥*) "1}, {V} irreduzibel.
3. Typ: {V} nicht-iquivalent zu { (V'*) 1},

{V'} irreduzibel.
Bei den reduziblen, aber nicht zerfallenden Darstel-
lungen miissen auch Teile der Darstellung vorkom-
men, welche zum

13 H. Boerner, Darstellungen von Gruppen, Springer-Ver-
lag, Berlin 1955.

14 Vgl. Ju. M. Suirokov, Sov. Phys. J. Exp. Theor. Phys. 6,
(33), 664 [1958]. Dort ist ein Teil der Sdtze von § 4a
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4. Typ: {W}= (('6') {{,',?}) gehort. Wenn {W} Dar-
stellung ist, so miissen auch {¥V;}, {V,} Darstellun-
gen sein; es soll angenommen werden, daf diese
irreduzibel sind.

§ 4. Diskussion der Grundtypen 14

a) {V} dquivalent zu { (V*) 1}

Unter der Annahme {V} irreduzibel und {V}
dquivalent zu {(7*) !} soll unter der Invarianz-
forderung der durch den Fundamentaltensor defi-
nierten Bilinearformen gezeigt werden:

Satz 1: Es gibt einen Hermiteschen nicht ausge-
arteten Fundamentaltensor, und jeder Fundamental-
tensor stimmt bei gegebener Darstellung mit diesem
bis auf eine Konstante tiberein.

Beweis: Zunidchst wird bewiesen: Es gibt einen
von Null verschiedenen Fundmentaltensor, der Her-
mITEsch ist.

Nach Definition der Aquivalenz der beiden Dar-
stellungen {V} und {(¥*) ~1} gibt es eine nicht aus-
geartete Matrix g* so, daB {V'} =(g") " {(F*)"1} ¢"
ist. Daher bleibt

(p.82)=(p. gV tVy)=Ve.gVy

bei einer Transformation invariant. Das gilt fiir alle
Bilinearformen, die aus den Elementen des Darstel-
lungsraumes gebildet werden konnen, mithin auch
fiir

Ji=(2.89) und fir Jy=(y1g"p).

Mit /, und /, sind

A=]i+1= (1 [g+5"]9)
B=i(J,-J5) = (1. ilg—&"] )

invariante Formen. Da g= 0 gilt, ist mindestens
eine der Matrizen g+ g* oder i(g—g") ungleich
Null.

Damit ist zunachst bewiesen: Es gibt einen von
Null verschiedenen Hermiteschen Fundamentalten-
SoT.

und

Weiter wird im folgenden gezeigt: Ein zweiter
Fundamentaltensor A zu ¥ muf} mit g bis auf eine
Konstante iibereinstimmen. Es gilt

(a) {r}elVi=s. (b) {V}h{V}=h.
Da g nicht ausgeartet ist, kann man h=oag mit
und § 4b bereits abgeleitet. H. Joos hat mich gleichfalls

auf die Konstruktion der Bilinearformen von I, § 4b auf-
merksam gemacht.
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a=h g~ ! setzen. Damit wird aus (b)

{(r}ag{Vi=ag
und aus (a) durch Multiplikation mit a von links
af{V*} gVi=ag
{7} aglVi=a{V}g{V}.

Da {V} die Darstellung einer Gruppe ist, existiert
auch stets zu V ein V71 Mit V™! wird jede Glei-
chung von rechts, darauf mit g~! multipliziert, so dal
{V*} a=a{V*} folgt. Wegen der Irreduzibilitit der
Darstellung ergibt sich nach dem Lemma von Scrur
a=const/, daher h = const g wie behauptet.

Damit folgt g =const g*, weil mit g auch g* Fun-
damentaltensor ist. Mit g ist auch g* nicht ausgeartet
und es gilt g=e'7 g* (y reell). Man sieht so, da}
mindestens einer der beiden Tensoren g+ g*,
i(g—g") nicht ausgeartet ist. Damit ist Satz 1 be-
wiesen.

Aus dem zweiten Teil des Beweises folgt weiter,
daBl hier jeder Fundamentaltensor, sofern er nicht
gerade Null, auch nicht ausgeartet ist.

damit

Satz 2: Die Invarianten 2 p.2, 3 I',? besitzen
reelle Eigenwerte.

Beweis: Seien {B} darstellende Matrizen fiir die
Elemente des Infinitesimalringes, so erhdlt man
durch die Matrixexponentialfunktion die darstellen-
den Matrizen {V} fiir die Gruppe {V} = {ef}. Da
nun {(e?) 71} ={e B}, {(e?)*} = {eF*} gilt, ergibt
sich fiir die Darstellung { (¥'*) 71}

{71y ={e"}.
Fiir B kommen hier die Elemente
B=if.pu
+%8/w My =i (&x pr — &0 Po) +% (ext Myy— 2 ay Ni)

mit &, aip reell p,=H
M;;=1iN;in Frage. Es wird

—B*=i(&pr"—&opo”) + —;— (e Myg® — 2 a Ni™).

(HamivTon-Operator),

Hieraus folgt: Wenn zu der Darstellung {V} die
infinitesimalen Operatoren py, py, Mz, N gehoren,
dann gehoren die Operatoren pi*, po*, My", Ni*
zu {(V*)71}. Aus {V} =g 1{(V*) "1} g, das heit
{e"} =g7*{e7"} g folgt

Px=Prs Po=Po> Mu=My", Np=Ny.

Diese Operatoren sind also selbstadjungiert. Ent-
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sprechend ergibt sich, wenn man

1
Fa = - *1*_ Eouri M_uv Pi= - Eouvi Pi Myr
2i 21

beachtet:

ry=r,, r;=-r,,
bzw. I'y'=1"y mit I'y=iT,.

Wegen 2 p.2= (2 pu?)* und S I'2= (2 I',?)" folgt
dann die Behauptung.

Satz 3: Die Operatoren py, pos Lk, Lo, Myz, Ny
besitzen reelle Erwartungswerte. Das folgt aus der
Selbstadjungiertheit dieser Operatoren.

Satz 4: Die Invariante s der irreduziblen Darstel-
lungen, fiir welche die Ruhmasse verschwindet, ist
reell.

Beweis: Nach Satz 3 ist

(9, g ') reell und

(9, g pr ) reell und es folgt aus I'y = > sp;

s==+ @.el%9) und das ist dann ebenfalls reell.
(, & P @)

Satz 5: Fiir die irreduziblen Darstellungen, welche
isomorph zu &;;/%X, d. h. fiir die p. = 0 gilt, sind
auch die hinzukommenden Invarianten 2 M2
i Muy Mis €urac Teell.

Beweis: Man beweist die Selbstadjungiertheit die-
ser Operatoren wie in Satz 2.

Satz 6: Die Operatoren py, pg, I'x, I’y besitzen
reelle Eigenwerte. Falls man einen vertauschbaren
Satz von ihnen, z. B. p;, pp und I'; diagonal macht,
1aBt sich der Fundamentaltensor gleichfalls diagonal
machen und py, py, I’y werden Hermrtesche Ope-
ratoren.

Beweis: Der erste Teil der Behauptung folgt aus
Satz 3. Der zweite folgt so: Wegen px =px’, po=Ppo
und py, , py diagonal und reell, wird px = pr™, po=Po"
ebenso I'; = I',*. Damit ergibt sich weiter

[POsg]—=[F1,g]=0.

Aus der Vertauschbarkeit folgt, daB man auch g
simultan diagonal machen kann.

[Pk,g]~=0,

Satz 7: Man kann fir g im Falle der Basiswahl
von Satz 6 die Diagonalelemente +1 oder —1 an-
nehmen.

Beweis: Nach Satz 1 gibt es auch einen HermITE-
schen Tensor g', der bis auf eine Konstante mit dem
diagonalen Fundamentaltensor g von Satz 6 iiber-
einstimmen muB. Da g dann auBerdem diagonal
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sein mul. ist es reell; mithin kann g durch entspre-
chende Wahl einer Konstanten reell gemacht und
durch entsprechende MaRBstabwahl auf die behaup-
tete Gestalt gebracht werden.

Satz 8: Fir die irreduziblen Darstellungen mit
p.«=0 kann man auflerdem (die p. und I'. haben ja
hier die Eigenwerte Null) zwei der M., , z. B. My,.
Ms, . diagonalisieren. Es werden dann My, i M,
Hermrtesche Operatoren und g 1Bt sich simultan
diagonal machen.

Beweis wie bei Satz 6.

Zum Schluf} dieses Abschnitts sollen die Ergeb-
nisse zusammengefafit und einige Bemerkungen an-
gefligt werden. Zunichst zeigte sich, dal} zu jeder
irreduziblen Darstellung des behandelten Typs ein
nicht ausgearteter HermiTescher Fundamentaltensor
gefunden werden kann. Verschiedene Fundamental-
tensoren zu derselben irreduziblen Darstellung stim-
men bis auf einen komplexen Faktor tiberein, sind
also alle nicht ausgeartet oder identisch Null. Be-
schrankt man sich auf Hermiresche Fundamental-
tensoren, wie es hier geschehen soll, so sind diese
bis auf einen reellen Faktor festgelegt. Ein HErmITE-
scher Tensor 1aft sich stets durch unitdre Transfor-
mationen auf Diagonalform bringen. Sollten dabei
nur positive Eigenwerte auftreten. so kann man
durch eine Maf3stabdnderung der Basisvektoren den
Fundamentaltensor zum Einheitstensor machen, die
irreduzible Darstellung wird dann unitar. Hier in-
teressiert mehr der allgemeine Fall. Fiir diesen
wurde weiter gezeigt. dal} die jeweils moglichen In-
varianten, zwel Invarianten bei den treuen Darstel-
lungen, vier Invarianten bei den Darstellungen mit
p«= 0 reell sind. Bei dieser Tatsache liegt der Nach-
druck darauf, daf} dies unabhidngig von der speziel-
len irreduziblen Darstellung, wenn sie nur zu dem
behandelten Typ gehort. immer genau dieselben In-
varianten sind. Fir eine einzige irreduzible Dar-
stellung kann man natiirlich trivialerweise stets durch
einen komplexen Faktor aus einer Invarianten eine
reelle Invariante machen. Die gewihlten Invarianten
X p.2, 2 I'? stimmen mit denen iiberein, denen bei
unitdren Darstellungen das Quadrat der Ruhmasse.
bzw. das Quadrat des Spins [genauer my®s(s+1)]
zugeordnet ist. Weiter zeigte sich, daff die Operato-
ren py. pr und I'y, I'; selbstadjungiert sind. Hier-
aus ergab sich: Wihlte man einen vertauschbaren
Satz von ihnen und machte sie mit einer entsprechen-
den Basis diagonal, so wurden die Operatoren die-
ses Satzes HermiTesch und konnten simultan diago-
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nal sein. Die Eigenschaft eines Operators, Hermitesch
zu sein, hingt hier, entgegen den Verhaltnissen, die
man bei definiter Metrik antrifft, durchaus von der
Basis ab. Daraus, dal} insbesondere die py;, p, reelle
Eigenwerte besitzen, folgt die Eigenschaft, daf} die
Translationen durch unitire Operatoren dargestellt
werden, d. h. V' (¢;) ist eine Marix mit den Diagonal-
elementen exp [i(p; a* — pya,*) ], wie bei Verwen-
dung einer definiten Metrik zugeordnet.

b) {V} nicht dquivalent zu {(V*) "1}

Es ist wieder vorausgesetzt, daBl {}'} irreduzibel
ist. Zunichst wird folgendes bewiesen:

Behauptung: Man kann auf dem Darstellungsraum
von {7} keinen von Null verschiedenen Fundamen-
taltensor einfiihren.

Beweis: Erstens sieht man leicht ein, da man
keinen nicht ausgearteten Fundamentaltensor fin-
det. Das folgt unmittelbar daraus, daB {V} nicht
dquivalent zu {(V*) "1} sein soll. Zweitens mag es
einen ausgearteten Fundamentaltensor g geben.
Dann findet man mindestens ein Element ¢; mit
(@i, 9r)F 0. so daB (¢, g x) =0 wird, fir alle 7
des Darstellungsraumes. Wie man leicht einsehen
kann und weiter unten (Teil II, § 3c) bewiesen wird,
bilden die auf allen Vektoren senkrecht stehenden
Vektoren einen invarianten Teilraum. Daraus folgt:
Entweder ist die Darstellung reduzibel, oder aber
der invariante Teilraum ist der ganze Darstellungs-
raum, dann ist g=0. Damit ist der Beweis erbracht.

Um trotzdem invariante Bilinearformen zu erhal-
ten, braucht man ein g, das nicht simultan mit den
irreduziblen Darstellungen der Gruppe, hier der in-
homogenen Lorentz-Gruppe, zerfallt.

Es kann sein, dal neben der irreduziblen Dar-
stellung {V} auch eine irreduzible { (¥*) "'} in dem
vorliegenden Zustandsraum induziert wird. Wenn
das nicht der Fall ist, erweitere man den Zustands-
raum entsprechend, so dal} schlieBlich ein Darstel-
lungsraum {¢}, der sich mit {}'} und einer {@} .
der sich mit {(V*) !} transformiert, vorhanden
sind. Bildet man jetzt eine Bilinearform

ky= (1,¢) mit @ in {¢} und x in {@}.
so geht diese bei Transformationen in
ky= (. V71V @)= (19)

tiber, ist mithin invariant. Ebenso ist ky,= (¢, %)
invariant. Die Linearkombinationen C=Fk +k,.
D =i(ky—k,) sind reelle Invarianten. Man fiihrt
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zweckmifig die folgenden Bezeichnungen ein: Sei

v/ (‘;) ein Element, aus dem durch direkte Sum-

menbildung gewonnenen Darstellungsraum

{9} ={¢} +{®} und D*=(¢* 1*).
Mit o;x/=(3 &) und oyxI= (& i)

C=(D,[o,xI] D)., D= (D, [o,xI] D).

wird

Sowohl g, =0, xI wie g,=0,x1 bilden magliche
Fundamentaltensoren. Bei beiden sind Elemente der
Gestalt (Dw:{g} und auch P = (‘;) Vektoren,
die (im Sinne der g-Metrik) orthogonal zu sich
selbst sind; aber man kann zu jedem Element aus
{ @19} ein Element aus {®"'} finden, so daB ihre
Bilinearform nicht verschwindet. { @1} und {®°!}
bilden der Konstruktion nach invariante Unterrdume
von Nullvektoren. Fiir den metrischen Fundamental-
tensor g, sind aulerdem die Vektoren P! 71 = (_‘;)
fir g, die Vektoren @1 = (i) Nullvektoren; diese
bilden jedoch keine invarianten Unterrdume. Fiir die
Invarianten der Darstellungen kann man hier fol-
gendes ableiten: Da mit p;., py, M, Ny als zu {¢}
zugehorigen Operatoren, die Operatoren p;*, po".
My*, N* zu {@} gehoren, so gilt fiir die Invarian-
ten X p,%, 2 I';> und falls es noch weitere der im
vorigen Abschnitt behandelten gibt, auch fir diese:
Wenn zu {@} der invariante Operator O gehort.
dann zu {@} der invariante Operator O*. Hieraus
folgt:

Satz 9: Die Invarianten besitzen auf {¢} und {@}
Eigenwerte, die zueinander konjugiert-komplex sind.

Dieses Resultat kann man auch fir Untergrup-
pen der inhomogenen Lorentz-Gruppe verwenden:
Nimmt man etwa die Untergruppe, welche die drei-
dimensionalen Drehungen und die Translationen
umfafit (sog. Bewegungsgruppe in drei Dimensio-
nen), so wird z. B. auch pj=H eine Invariante. Auf
den Darstellungsrdaumen {¢} und {@} hat dann der
Energieoperator konjugiert-komplexe Eigenwerte.
Dieser Fall liegt z. B. vor, wenn man komplexe Wur-
zeln fir den Eigenwert des F-Teilchens im Lee-

Modell zulaBt.

¢) Reduzible, nicht zerfallende Darstellungen

Unter die Klasse dieser Darstellungen der inhomo-
genen Lorentz-Gruppe fallen auch solche, die dem
fiir das Lee-Modell® diskutierten Dipolfall analog
sind. Um die Diskussion nicht zu sehr auszuweiten,
beschranken wir uns hier auf den Grundtyp dieser
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Klasse: Im Darstellungsraum {¢} der reduziblen,
aber nicht zerfallenden Darstellung {/'} liege ein
invarianter Teilraum {¢,}, auf dem eine irreduzible

Darstellung {V,} induziert wird. Auch die auf das

Komplement {@,} (mit {¢,} + {@s} = {p}) wirken-
den Matrizen {V,} in

)= (% )

bilden eine Darstellung. Es soll angenommen wer-

den, daB auch {V,} irreduzibel ist.

Satz 10: {V} und {V,} besitzen fiir die Invarian-
ten X' p,2 bzw. 3 I';? die gleichen Eigenwerte.

Beweis: Die Operatoren fiir die Invarianten miis-
sen mit allen Matrizen von {W} vertauschen. Die
Invarianten sind Polynome von gewissen Elementen
des Gruppenringes, ihre darstellenden Matrizen also
Polynome der darstellenden Matrizen dieser Ele-
mente des Gruppenringes. Man sieht daraus, daf}
z. B. zur Invarianten 3 p,? eine Matrix A der Gestalt

4= (%‘ 5,) gehort. Aus A{W} ={W}A tolgt
( B,{Vy}, B,{V}+B(V=)) - ({V,) B,, {Vy)B+{V} B,)
0, By{Vs} 0, {V:) B,

Wegen der vorausgesetzten Irreduzibilitit von {V,}
und {V,} folgt By =2, 1, By=1,1 . Mithin

(4 HgA) = (4 g55)
Es soll bewiesen werden 4; = ,, indem die Annahme
/3 F 2y zum Widerspruch gefiihrt wird. Aus der
Untermatrix rechts oben folgt

vy = V1) B—B{Vs}

Ay—hs
- .@B;B{w)

{ 1 -2
Mithin wird {W} = ( o l{ly;z

y L +-2
Mit C=(0 1*:“) und c—1=( 1'“")

0 1

ergibt sich  C™H{W}C= (% ))).
Es lage damit entgegen der Voraussetzung eine Dar-
stellung vor, die man zum Zerfall bringen konnte.
Somit muB 4;,=41, fiir 2 p,®> sein; entsprechend
0y =0, fiir 2 I';%, womit die Behauptung bewiesen
ist.

Dieser Sachverhalt legt nahe, nur solche Darstel-
lungen {W'} zu betrachten, bei denen {V,} #qui-
valent {V,} ist, wobei man nach entsprechender

Wahl der Basis {V;} = {V,} setzen kann.
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In der Tat, in den Fillen, bei denen 2 p,?, 2 I';?
fir {V;} und {V,} die einzigen Invarianten sind.
folgt bereits {V,} dquivalent {V,}, sofern man fiir
beide Darstellungen my>0 und die Darstellungs-
rdume isomorph wahlt. Fiir die iibrigen Darstellun-
gen ergibt sich dasselbe, d. h. {V/,} dquivalent {V,},
wenn man verlangt, daB {V,}, {V,} und {W} den
gleichen Invariantensatz besitzen, d. h. z. B. daf} die
Operatoren X p,2, 2 I'2, S Mu2 2 iMu Mio€uio
sowohl in der irreduziblen Darstellung {V,}, wie in
der irreduziblen {V,} und in der Darstellung {W¥}
mit allen Matrizen ihrer Darstellungen vertauschen.
Darum folgt aus dem vorangehenden Beweis die
Gleichheit der Eigenwerte der Invarianten fiir die ir-
reduziblen Darstellungen {¥,;} und {V,} und unter
den gleichen Zusatzforderungen wie oben, die Aqui-
valenz.

Fortan werden daher nur die Falle {V/,} = {V,}.
d. h. nur solche {W}, fiir die {W}= ((’(’)‘) {{FZ}))
gilt, betrachtet. Wenn man wie oben mit {¢,} den
invarianten Teilraum des Darstellungsraumes {¢}
bezeichnet, soll als nachstes bewiesen werden:

Satz 11: Der Fundamentaltensor muf} im invari-
anten Teilraum gleich Null sein, d. h. setzt man an
g= (:; g:) fir {¢}, so wird bewiesen g, =0.

Satz 11 a: Fir solche irreduziblen Darstellungen.
fir die {V;} nicht dquivalent {(V,*) "1} ist, wird

sogar g=0.
Beweis: Es muf}
W gW=g

(gl g,) e (V\' &V,
& & Vg VitV g ¥y,

oder

Vi*g VHV,* & V,y )
Ve, VEV* g VEV* g Vi V" g Vy

fir alle darstellenden Matrizen gelten.

Hieraus folgt im Falle 11 a: Wegen {V,} nicht
dquivalent zu {(7;*)71} muB nach Teil I, §4b

aus

g1 =0 und damit aus g, ={V,*} g.{V}
+{V"} eV}
g2 =0 folgen und entsprechend
g3=0 und hieraus aus der Untermatrix rechts
unten
g4=0 folgen.

Damit ist 11 a bewiesen.

Es ist natiirlich nicht schwer, auch in diesem Fall
ein von Null verschiedenes g zu erhalten, wenn man
analog zum Teil I, §4b, neben der Darstellung

(('(')1) ({}?})auf {®} auch eine Darstellung(((Vl(;')"}{(,ﬁﬁg‘_,))
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mit dem Darstellungsraum {@} einfiihrt, und g im
Raume {¢} + {®} entsprechend erklirt wird.

Um Satz 11 zu beweisen, kann man nunmehr {V,}
dquivalent { (V;*) 1} voraussetzen. Der Beweis ver-
lduft dann ganz entsprechend wie der des Satzes 10,
in dem die Annahme g, 50 den Zerfall der Dar-
stellung {#} bedingt, entgegen der Voraussetzung;
er hangt tbrigens nicht davon ab, da} die Darstel-
lungen {¢,} und {¢,} die gleichen sind.

Hinsichtlich der anderen Untermatrizen von g
kann man sofort sehen, daf} z.B. die Wahl g,=0.
2;=0. g,={V*} g,{V,} mit Hermiteschem nicht
ausgearteten g, im Falle der Aquivalenz von {V,}
und {(¥;*) 7'} einen von Null verschiedenen Fun-
damentaltensor ergibt. Man kann im allgemeinen
aber noch andere Tensoren mit g, 50 und g3 =0
finden, wie an Hand von speziellen Darstellungen
anschliefend gezeigt wird.

d) Eine spezielle Klasse von reduziblen, nicht
zerfallenden Darstellungen

Es liegt nahe, nach den bisher in der physikali-
schen Literatur aufgetretenen Beispielen® 17, sich einer
speziellen Klasse von nicht zerfallenden Darstellun-
gen zuzuwenden. Ausgehend von {W'} = (“6’) {(”’?})
soll hier verlangt werden, dall =0 ist fiir solche
Elemente von &;;., welche zur Untergruppe der ho-
mogenen Lorentz-Transformationen &, gehoren.
Wenn man von endlichen Darstellungen {V;} aus-
geht, so bedeutet diese Wahl gar keine Einschrin-
kung: Fir endliche Darstellungen gilt der Satz: Jede
Darstellung der homogenen Lorentz-Gruppe Ly,
kann zum Zerfall gebracht werden !3. Fiir unendliche
irreduzible Darstellungen {¥;} wollen wir ¥ =0 fiir
die homogene Untergruppe postulieren. AuBerdem
soll von den {W'} noch verlangt werden, daB invari-
ante Bilinearformen innerhalb des Darstellungsrau-
mes von {W} existieren, d.h. nach dem vorigen
Abschnitt, daB8 {(V,*) !} dquivalent zu {V,} ist.
Wir wenden uns nun dem Fundamentaltensor zu, fiir
den sich als spezielle Losung g, =0, go=0, g5=0,
81=1{V1"} g{V,} ergeben hatte, und suchen nach

allgemeineren Losungen von

0 &)\ _ (0, {V1*} &:{V1}
(6 &) =(mam. TS wm e e )

Wir fordern g Hermitesch, so daB g;=g," ist.
g, ist bis auf eine komplexe Konstante nach Satz 1
festgelegt. Es gilt, die unendlich vielen Matrix-Glei-

15 M. Froissart, (Intern. School of Phys., Varenna 1958)
Seminarvortrag.
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chungen der Untermatrizen rechts unten zu losen:

(a) (Vi &V + {0V} &V}
Vl*} 84{V1} =&
und gleichzeitig

(b) {V1*} gl{Vii =8
Nach den Voraussetzungen gilt fiir die homogene
Untergruppe {¥ },=0. so daB

) {F"headVihm=2
fir diese Elemente zu erfiillen ist.

Es sollen nun zwei Félle unterschieden werden:

1. {V,} gehort zu der Klasse von irreduziblen
Darstellungen der inhomogenen Lorentz-Gruppe.
die dquivalent zu einer irreduziblen Darstellung der
homogenen Lorentz-Gruppe sind, d. h. fiir die p.=0
gilt, so daBl die Translationen durch I dargestellt
werden. Hier folgt wegen {V,},={V,} fiir die er-
sten beiden Glieder

(d) Vi &V +{r} e{V}=o0.

Es tritt die Frage auf, ob sich diese Gleichung mit
einem g,, das ja bereits (b) erfiillt, fiir eine gege-
bene Darstellung 16sen 1aBt.

Die Beantwortung der Frage wird unten zusam-
men fiir beide Faille betrachtet.

2. {V} ist eine treue Darstellung der inhomoge-
nen Lorentz-Gruppe. In diesem Fall ist es schwierig,
eine allgemeine Bedingung fiir die Lésbarkeit zu
formulieren. Es lafit sich das folgende einfache Kri-
terium beweisen:

Kritertum: Falls man g, und g, so gefunden hat.

daB neben (b) und {¥,*}1 g4{V1}1 =g, auch

(e) Vi"(j) & " V() +V*(j) &g V1())

+V () 8 V1(h) =
gilt fiir ein einziges Element j der inhomogenen
Gruppe, das nicht zur homogenen Gruppe gehort,
so ist der ganze Satz von Gln. (a) erfillt.

Man kann damit durch Einsetzen einer beliebigen
Matrix der Darstellung, sofern sie nur nicht zu einer
homogenen Transformation gehort, entscheiden, ob
g2+ 0 gewihlt werden darf oder nicht. Der Beweis
des Kriteriums, der ganz ahnlich verlauft wie der
Schritt I des folgenden Satzes, soll hier unterbleiben.

Fiir die Konstruktion des Zustandsraumes ist die
Frage, ob es iiberhaupt Darstellungen des hier be-
handelten Typs gibt, welche dieses Kriterium und
damit die GIn. (a) und (b) mit nicht verschwinden-
dem g, erfilllen von groBerer Wichtigkeit. Hierzu
werde der folgende Satz aufgestellt:

zu erfillen.
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Satz 12: Zu jeder reduziblen, aber nicht zerfallen-
den Darstellung des behandelten Typs 148t sich eine
reduzible, nicht zerfallende Darstellung des gleichen
Typs angeben, zu der ein nicht ausgearteter Her-
miTescher Fundamentaltensor gehort.

Die dabei angegebene Darstellung ist derart, dafl
neben (a) und (b) die etwas schirferen Bedingun-
gen (d) erfiillt sind, so dal die Konstruktion auch
fiir den Fall 1 gilt.

Hier sollen die Resultate des in vier Schritten er-
folgenden Beweises angegeben werden, der Beweis
mag selbst im Anhang 2 folgen.

Zunachst wird gezeigt (Schritt I) daBl mit
@)= (" ¢)
auch {X(d) } - ({Vl‘(od)}, {8 {l;’:((;)? 8:})
eine Darstellung ist.

Dann erkennt man (Schritt I1), daB

W (d) = (7@
und W (d) =

{F(d)}te* {(F*(—d)} s:)
V1(d)

1

({V,(d)}, {V(d)}—g."{V'(—d))s.)
0, V1(d)

zwei Darstellungen sind, welche die Bedingungen
(a), (b) und (d) erfiillen.
Schritt III des Beweises ergibt dann, daB min-

destens eine der beiden Darstellungen {V;} und
{lf7} nicht zerfallend ist.

Zum Schlu} (Schritt IV) wird gezeigt, daBl fiir
{W} bzw. {lf/} die beiden Fundamentaltensoren

8= (o £5) bow. g=(% %)
mit g, = g," und 4 beliebig reell anzusetzen ist, wo-
bei g, die Bedingungen (b) erfiillt.
Eine besonders einfache Gestalt des Fundamental-
tensors erhdlt man, wenn man nicht anfinglich von

wy=(% m)
sondern von der dazu dquivalenten Darstellung

W= (% w5

ausgeht. Fiir die zu {W’} konstruierten Darstellun-
gen {W’'} und {W’} ergeben sich dann die Funda-
mentalterisoren

§= (7 1g,) bow- &=(% 1i))-
Mit =0 ergibt sich so fiir den Fundamentaltensor
eine Gestalt, die der des Fundamentaltensors im

»Dipolfall“ beim Lee-Modell entspricht.
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Es sollen zum Schluf} eine Zusammenfassung der
Ergebnisse und einige weitere Bemerkungen folgen:
Bei den reduziblen nicht zerfallenden Darstellungen
{(w} = (Ve {{,’,’2})) besitzen, sofern {V';}, {V,} treue
Darstellungen der inhomogenen Lorentz-Gruppe
sind, und bei den anderen unter gewissen weiteren
Bedingungen, die Invarianten gleiche Eigenwerte fir
Vy} und {V,}. so daB es naheliegt, {V;} ={V,}
zu setzen. Teilt man den Fundamentaltensor g in
Untermatrizen entsprechend {W} ein, gz(z gj) 5
so folgt auf jeden Fall g, =0.

g1 =82>=8&3 =0 und g, nicht ausgeartet, kann stets
als Fundamentaltensor benutzt werden. Bei einer
speziellen Klasse von Darstellungen, bei denen nur
die Translationen von Null verschiedene Untermatri-
zen V besitzen, kann man mehr beweisen. Hier ge-
lingt es, durch eine Anderung der Untermatrizen V/
zu einem HEermiteschen, nicht ausgearteten Funda-
mentaltensor zu gelangen, bei dem g, und gz von
Null verschieden sind. g, kann beliebig entweder
Null oder Zg, sein. wobei 4 ein geeigneter Faktor
ist, der g HErmiTEsch macht.

Der Nachdruck der Untersuchung wurde gerade
auf die letzte Klasse von Darstellungen gelegt, da
die bis jetzt in physikalischen Arbeiten erschienenen
Beispiele, die Arbeit von HEeisexBerG iiber eine
Variante des Lee-Modells® und eine Arbeit von
Froissart 1> iiber eine relativistische Analogie zu
dem von HeisexsBere eingefithrten Dipolgeist, die
entsprechenden {/'} nur fiir Translationen von Null
verschieden haben.

Man kénnte versucht sein anzunehmen, daf} auch
fir {V/,} =1 (d. h. physikalisch die Vakuumdarstel-
lung) ein reduzibles {W} = (§ ”(1”) existiert, das
nicht zerfallend ist. Man iberzeugt sich jedoch
schnell, daB so etwas nicht vorkommen kann. Es
folgt v(t) =v(At)) und das fithrt zu Widersprii-
chen, was man erkennt, wenn man z. B. (A1) = —¢
wahlt.

§ 5. Ubergang zu anderen Symmetriegruppen

Die letzten Abschnitte befaBten sich mit der Kon-
struktion von invarianten Bilinearformen unter den
Transformationen der eigentlichen
Lorentz-Gruppe ;. Falls man weitere Symmetrie-
gruppen, d. h. Gruppen, deren Transformationen als
Abbildungen des HiiBerr-Raumes auf sich selbst
gedeutet werden konnen, betrachtet, so stellt sich
diese Aufgabe erneut. Wenn man die vorangehenden

inhomogenen
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Betrachtungen unter dem Gesichtspunkt der Ver-
allgemeinerung auf andere Gruppen noch einmal
durchgeht. so zeigt sich, dal man die Ergebnisse
weitgehend ibernehmen kann. Erhalten bleibt das
Schema, das zunidchst vollstindig zerfallende und
reduzible, aber nicht zerfallende Darstellungen un-
terscheidet, und das die irreduziblen Darstellungen
danach klassifiziert. ob {(V*) "'} und {V} gleich.
ob sie dquivalent oder nicht dquivalent sind. Die
Konstruktion der Fundamentaltensoren g, welche in
den einzelnen Fillen angegeben wurde, hidngt nicht
von den speziellen Gruppeneigenschaften ab. Dage-
gen miissen die Aussagen iiber die Invarianten und
infinitesimalen Operatoren den spezifischen Grup-
peneigenschaften angepalit werden. Die zuletzt dis-
kutierte Klasse von nicht zerfallenden Darstellungen
der inhomogenen Lorextz-Gruppe. bei denen die
Translationen den vollstandigen Zerfall verhindern,
1aBt sich fir andere Gruppen in der Form iiberneh-
men, daf} an die Stelle der Translationen allgemein
eine Untergruppe tritt, welche ABeLsch und zugleich
einfach (d. h. sie enthalt keine echte invariante Un-
tergruppe mehr) ist.

Dafl die Konstruktion der Fundamentaltensoren
am Beispiel der eigentlichen inhomogenen Lorentz-
Gruppe durchgefihrt wurde, hat zwei Griinde: Ein
physikalischer: Die iiberragende Bedeutung dieser
Gruppe fiir die Physik der Elementarteilchen. Und
ein mathematischer: Es handelt sich um eine Gruppe
mit unendlich vielen Elementen. die nicht ABeLsch
und als topologische Gruppe nicht-kompakt ist.

Fiir eine Gruppe mit endlich-vielen Elementen gilt:
Jede Darstellung ist normal (d.h. einer unitiren
aquivalent) 3. Fir eine kompakte Liesche Gruppe
gilt: Jede Darstellung ist normal 3.

In beiden Fillen kann man demnach durch Ande-
rung der Basis zu einem Fundamentaltensor inner-
halb jeder Darstellung gelangen, der ein Vielfaches
der Einheitsmatrix ist.

Geht man von einer definiten Metrik im Zustands-
raum zu einer indefiniten Metrik iiber, so ergeben
sich daher bei den letztgenannten Gruppen keine
neuen Gesichtspunkte. Das ist z. B. der Fall, wenn
die auftretenden Gruppen einer reellen orthogonalen
Gruppe isomorph sind. Wenn die Gruppe zwar nicht
mehr kompakt, jedoch noch ABeLsch ist, werden die
irreduziblen Darstellungen eindimensional. Der Fun-
damentaltensor muf} jeweils ein Element mit dem
Eigenwert 0(¢) mit einem Element, das zum Eigen-
wert 1/0(t) gehort, verbinden.



INDEFINITE METRIK IM ZUSTANDSRAUM I

Anhang

2. Beweis von Satz 12:

Schritt I: Unter den Matrizen {¥ (d) } sind nach Vor-
aussetzung nur die fiir ¥ (¢), ¢t eine Translation, von
Null verschieden. Da man alle Matrizen durch die Ope-
rationen

&) V((Ad)=Vi(4) V() Vi1 (4)
und die Additionen
(8) V(ti+ta) =Vi(ts) V(ta) +V (t1) Vi(2a)

=Vi(t2) V(ty) +V (22) V1(t1)
erhdlt, mufl nur gezeigt werden, daBl aus der Giiltigkeit
dieser Gleichungen fiir {V () } die Giiltigkeit dieser Glei-
chungen fiir g, 7! V*(—1) g, folgt.

Fiihrt man in den Gln. (f) links und rechts HermrTE-
sche Konjugationen durch, ersetzt ¢t durch —¢, multi-
pliziert mit g von links, mit g, von rechts, so ergibt sich

& 'V ((—41) s .

=g 'V A) VP (=1) Vi*(4) g
oder
g VM ((—41)) g

=Vi(4) [g271V*(—1) 8] Vi71(4) .
Die gleiche Operation wird an den Gln. (g) durchge-
fiihrt. Wegen V', 1(t) =V(—t) erhdlt man
8 V(= (ty+1t5)) 82=V1(t1) [gz_l*V* (—1t) 8]

+ (g7 V¥ (—1y) g2] V1(ta) -

Damit ist gezeigt, daB mit {W (g) } auch
%(d) = ({Vl(()d)}, {gzé‘VV(‘d(-d) &)

Schritt II: Auch
w(d) = ("
und W (d) = (

sind Darstellungen. Man hat die Giiltigkeit der Gln. (f)
und (g) zu beweisen, wenn man dort statt {V(d)} die
Matrizen

V(d)+g ' V*(—d) g bzw. V(d) —g 'V*(—d) &
einfiihrt. Da die Gleichungen fiir jeden der beiden Terme
in den Klammern gilt, folgt die Giiltigkeit von (f) und
(2) unmittelbar, da (f) und (g) linear hinsichtlich {V'}
sind.

Schritt ITI: Zunichst ein Hilfssate:
Wenn eine Darstellung

W= ({’(’)‘} {{,,'3) {V,} irreduzibel mit einer Matrix
4=z )

a3 2

) eine Darstellung ist.

V(@) +e (V*(—d)} Sz)
{Vi(@)}

V() —g{V*(—d)} gz)
{ri(d}

1

diagonalisiert werden kann, dann liBt sich {W} auch

mit einer Matrix K = ((’) 7) auf die Form

Kwik= (% )

bringen.
Beweis: Aus

AW A= (B 0
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folgt
1 Vl ]
(@ (G
Annahme: a3=0. Es miissen a; =0, a, 5 0 sein. Aus
(ﬂn(Vx)a 11(V)+32{V1}) = ((Dx) a;, {Dy} a,)
0, V) 0,

2V NER

— ({Dy} ay,

20 - (B

{Dy} a
ag{V}+a ¥y} a )

{Ds}a,) "

ergibt sich
{Dl} = al{Vl} al_l,
Damit erhilt man
£ ) = &)~

Mit K = ((I) “"’I"') 148t sich dann {W} diagonal machen.

{Dg} = a4{V1} a4_1.

Annahme: a330. Aus der linken unteren Unter-
matrix von (a) erhdlt man {D;} =a4{V,} ag~!. Damit
ergibt sich aus der rechten unteren Untermatrix von (a)

{V} ={V1} aa_l a4—a3_1 (14 {Vl} .
Mithin kann {W}= ((I) _“’; “‘) (“6') “9‘)) (é

mit K= ((’) _"’; “‘) diagonalisiert werden.

+agta,
g

DaB mindestens eine der beiden Darstellungen w)
und {W} nicht zerfallen kann, folgt durch indirekten

Beweis:

Annahme: {W} und {W} kénnen beide zum Zerfall
gebracht werden. Wie der Hilfssatz zeigt, folgt aus der

Tatsache, da3 z. B. {W} zum Zerfall zu bringen ist, daf}
man dann dieses auch durch eine Matrix

A= (é 7) mit A"1= ((I) _;) erreichen kann.

Dasselbe gilt fiir {fV}, so dal man annehmen kann, daf§
{(W} mit 4= ((I) ‘f) diagonalisiert wird. Es ergibt sich

das Gleichungssystem:
60 TR =6 D0 F)E

Es ist go H{V*(—d)} ga={U} gesetzt. Durch Matrix-
multiplikation rechts und links ergibt sich fiir die oberen
rechten Untermatrizen

Vi a+{V}+{U} +alVy)
= AV B+{V}—{U}+8{Vy}
U=V} (@a—pB) — (a—p){V,}.

Fiir {U} wird eingesetzt g, {V*(—d)} g, und K fiir
a—f geschrieben. Dann folgt aus der letzten Gleichung
g HV*(—d)} go={Vi(d)} K—K{V,(d)}.
Multipliziert man mit g, von links, g,~! von rechts, geht

zum HermiTesch-konjugierten iiber und beriicksichtigt
Vi*(—d) =g,V1(d) 827!, so erhdlt man schlieBlich

{V(d) =g K* g{V,(d) } —{V;(d) } g2 1 K* g,
oder

V@)}=F{Vd)}-V,@d)F

mit konstantem F .

oder
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Es wird dann
W= 5wy S )

und konnte, wie man sieht, zum Zerfall gebracht werden.
Widerspruch. Es mu} noch gezeigt werden, daB fiir die

beiden Darstellungen (W} und {W} nicht ausgeartete
Fundamentaltensoren existieren.

Schritt IV 3 Schreibt man fiir die rechte obere Unter-
matrix von {W} das Zeichen Y . dann erhilt man
g 'Y (1) ga=8 V(1) +8 V*(—1) g2]" &
=g [V (=) +&" V() (g2 ) "] &,

wihlt man jetzt g, = g>*, so ergibt sich

g 'Y*(—t) g=Y(r).

(
Da gleichzeitig fiir g, (b) erfiillt sein muB, wird

S. SCHLIEDER

g Y (1) =V*(t) g2 Vi(t) Y(2)
und aufBlerdem gilt

Y(=t)==V,7* @O Y () Vi (o) .

Fiihrt man die letzten beiden Gleichungen in die voran-
gehende ein, so ergibt sich

{Vl*(’)}gz{Y(t)}+{Y*(’)>82{V1(t)}=0,

also gilt (d). In diesem Fall kann man den Fundamen-
taltensor

g= (:! lg:;,) , &2=g&>" mit beliebigem /Z wihlen.
Genau so beweist man fiir die Darstellung W, daf} der
Fundamentaltensor

g=(i0g, _;_iﬁ,’)- 82=82

werden kann.

* mit beliebigem 4 verwendet

Damit ist Satz 12 bewiesen.

Indefinite Metrik im Zustandsraum
und Wahrsdheinlichkeitsinterpretation

Von SIEGFRIED SCHLIEDER

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen
(Z. Naturforschg. 15 a, 460—467 [1960] ; eingegangen am 3. Mirz 1960)

In part I invariant bilinear forms were constructed by means of suitable fundamental tensors. In-
variance is one of the conditions for the probability interpretation. In the following part further con-
ditions are specified for the “space of physical states”. They are sufficient at the first instance for the
probability interpretation for elements of one coherent sector.

Teil II: Der kohdrente Sektor

§ 1. Ubergang zur kovarianten Schreibweise,
Projektionsoperatoren

Fiir die verschiedenen Typen von irreduziblen
Darstellungen wurden in Teil I die metrischen Fun-
damentaltensoren angegeben. Diese Fundamental-
tensoren besitzen die Eigenschaft, daf} sie nicht aus-
geartet sind und HermiTesch gewihlt werden konnen.
Auch fir die Klasse von reduziblen, aber nicht zer-
fallenden Darstellungen, welche bisher in Modell-
theorien auftraten, lie sich ein nichtausgearteter
Hermitescher Fundamentaltensor angeben.

Wir wollen daher im folgenden, wenn nicht aus-
driicklich anders vermerkt, annehmen, daf} im Zu-
standsraum ein nichtausgearteter, HermiTEscher Fun-
damentaltensor existiert. Man kann dann zu der kiir-
zeren kovarianten Schreibweise iibergehen 1% *. Seien

16 Vgl W. Heisenserc, Nucl. Phys. 4, 532 —563 [1957], spe-
ziell S. 550.

| @,) die kovarianten Grundvektoren im Zustands-
raum, so wird fiir einen Vektor | )

| ¥)=¥"|9,),

wobei die ¥' die kontravarianten MaBzahlen von

| ¥) in bezug auf die Basis | @;) sind.
Durch (D | D;) =git

ist die Metrik festgelegt. Nach Teil I kann man an-
nehmen, dafl g Hermitesch ist, so dal auch hier

<q)k}q)1>:<(l)[’(l)k>* gih.

Es ist zweckmifig, eine zweite Basis mit kontravari-
anten Grundvektoren |®') einzufithren. Sie .sind
durch
((I)lf D,) = ((I)m[ DY =9y,
definiert.
Zum Beispiel erscheint der Vektor (¥'| dann als
(¥ ' - Y’,*(‘le mit ¥, als kovarianten Maf3zahlen.

* (Anm. 1—15 siehe Arbeit I, Z. Naturforschg. 15a, 448
[1960] ; im folgenden mit I zitiert.)



