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The purpose of the following paper, which is published in three parts, is to show the possibility of 
making consistent use of an indefinite metric in the space of states and of the probability interpreta-
tion of quantum mechanics. In the part I bilinear forms, which are invariant under the transformations 
of symmetry groups, are constructed. The construction of the fundamental metric tensor for the 
various types of representations is exemplified for the case of inhomogenious LORENTZ group. The 
results are also applicable for other groups. The representations of the finite and compact group are 
however normal. In these cases the use of an indefinite metric does not bring about a new look for the 
theory of representations. 

In the parts II and III besides invariance of bilinear forms further conditions are stated, which are 
sufficient for the propability interpretation. The existence of superselection rules by which the space 
of states breaks up into coherent sectors leads to two procedures. In the part II the facts within one 
coherent sector are solely studied. These results are important for the representations of those sym-
metry groups, which leave the coherent sectors invariant (e. g. the inhomogenious LORENTZ group). 
Each sector is divided by a cut into a subspace, the elements of which represent physical systems, and 
a rest. The representations in the ,.subspace of physical systems" of these symmetry groups, which 
leave the sectors invariant, are unitary. 

In the part III the space of states as a whole is investigated. The symmetry group of isotopic spin 
for a simple case is discussed there as an example of mapping from one coherent sector to another. 
At the end a possible generalization for the dual vector of a vector is discussed. 

1. Bisherige Verivendung der indefiniten Metrik 
im Zustandsraum 

Eine indefinite Metrik im Zustandsraum zu ver-
wenden, erscheint wegen des Widerspruches, der mit 
der üblichen Wahrscheinlichkeitsinterpretation im 
allgemeinen entsteht, auf den ersten Blick sinnlos. 
Daß man trotzdem bei etwas Vorsicht mit einer in-
definiten Metrik arbeiten kann, hat sich an Beispie-
len gezeigt. D I R A C 1 kam als erster auf den Gedanken, 
von einer indefiniten Metrik, und zwar im Zusam-
menhang mit der Quantisierung von BosE-Feldern 
im Zustandsraum Gebrauch zu machen. P A U L I 2 hat 
sich um weitere Klärung dieser DiRACschen Methode 
besonders im Zusammenhang mit einer Theorie von 
W E N T Z E L 3 bemüht. Während in den genannten Ar-
beiten das Hauptanliegen darin bestand. Konvergenz-
schwierigkeiten der quantisierten Theorien mit Hilfe 
der indefiniten Metrik zu überwinden, haben B L E U -

LER 4 und G U P P T A 5 diese in der Elektrodynamik im 
Zusammenhang mit den Komplikationen, die bei 
der Quantisierung der vierten Komponente des 
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MAXWELL-Feldes auftraten, angewandt; ihre Art der 
Quantisierung hat sich eingebürgert. 

Das neuerliche Interesse an der indefiniten Metrik 
im Zustandsraum wurde durch die Arbeiten über das 
LEE-Modell ( '~ 8 geweckt. In die HEiSENBERGsche Theo-
rie der Elementarteilchen 9 geht die indefinite Metrik 
als eine der wesentlichen Grundlagen ein. 

2. Zielsetzung und Inhaltsangabe 

Die vorl iegende Arbeit stellt sich als erste Auf-
gabe. den Zusamenhang zwischen der Darstellungs-
theorie der im Zustandsraum wirkenden Symmetrie-
gruppen und dem metrischen Fundamentaltensor 
herzustellen. Der Fundamentaltensor muß so einge-
führt werden, daß die mit ihm gebildeten Bilinear-
formen im Zustandsraum unter den Symmetriegrup-
pen invariante Größen werden. Dieses Programm 
wird im Teil I am Beispiel der inhomogenen L O R E N T Z -

Gruppe durchgeführt ; die Resultate gelten bis auf 
spezielle Aussagen auch für andere Symmetriegrup-
pen. Bei Verwendung einer indefiniten Metrik tre-
ten im allgemeinen nicht-unitäre Darstellungen auf. 
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Es kommen dann audi reduzible, aber nicht zerfal-
lende Darstellungen vor . Da diese Klasse von Dar-
stellungen für die spätere Anwendung wichtig scheint, 
ihre Behandlung jedoch etwas mühsamer ist. neh-
men sie im Teil I den größten Raum ein. 

In den Teilen II und III wird auf die Wahrschein-
lichkeitsinterpretation eingegangen. Da dieser eine 
Zerlegung eines Zustandes nach gewissen anderen 
Zuständen vorausgeht, d. h. umgekehrt, die Super-
position von gewissen Zuständen zu einem vorlie-
genden wichtig wird, tritt die Frage der Superponier-
barkeit von Zuständen in den Vordergrund . Es 
kommt damit die Tatsache ins Spiel, daß der Zu-
standsraum in kohärente Sektoren im Sinne der 
Überauswahlregeln zerfällt. 

Damit muß sich die Betrachtung aufgabeln : Im 
Teil II werden die Verhältnisse innerhalb eines ko-
härenten Sektors diskutiert und Zusatzforderungen 
an die Darstellung der Symmetriegruppen, welche 
die kohärenten Sektoren invariant lassen, gestellt. 
Das Ergebnis, welches aus diesen Zusatzforderungen 
für den Zustandsraum folgt , läßt sich so zusammen-
fassen: Jeder kohärente Sektor 2 zerfällt in zwei 
Teilräume. Im Teilraum S " liegen die physikalischen 
Zustände im Komplement v o n in bezug auf 2 
die nichtphysikalischen (oder „ G e i s t e r " ) . Bestünde 
der Zustandsraum nur aus einem einzigen kohären-
ten Sektor 2 , so würden auf durch die Sym-
metriegruppen unitäre Darstellungen induziert. Man 
muß natürlich von A n f a n g an (S so wählen: Den 
Elementen des durch die Zusatzforderungen heraus-
geschälten Teilraumes ' S " müssen eineindeutig die 
empirisch auftretenden physikalischen Systeme zu-
geordnet werden können. 

Im Teil III werden die Symmetriegruppen, die 
Sektoren aufeinander abbilden, behandelt und eine 
naheliegende Veral lgemeinerung der Übereinstim-
mungswahrscheinlichkeit besprochen. Der letzte kurze 
Abschnitt des Teiles III befaßt sich mit dem zu 
einem Vektor dualen und weist auf eine mögliche 
Verallgemeinerung bei der Zuordnung des dualen 
Vektors hin. 

Da der Fundamentaltensor der Metrik im Teil I 
Gegenstand der Diskussion und nicht eine vorgege-
bene Größe ist, wurde hier zunächst auf die elegan-
tere Schreibweise mit kovarianten und kontravarian-
ten Komponenten verzichtet. Im Teil II und Teil III 
wird dann die Schreibweise mit kovarianten und 
kontravarianten Größen angewendet. Der Anhang 

zum Teil I bringt einen etwas längeren Beweis, der 
den Text zu sehr belastet hätte. 

Die Arbeit beschränkt sich, soweit in Teil I 
Sätze für die Konstruktion des Fundamentalten-
sors erarbeitet werden, auf die Klärung von der 
algebraischen Seite her. Wenn unendliche Matrizen 
auftreten, wird angenommen, daß sie existieren. An 
Zustandsräumen werden solche betrachtet, die sich 
als direkte Summen von Darstellungsräumen irredu-
zibler Darstellungen und reduzibler, aber nicht zer-
fallender Darstellungen (von dem in den Abschnit-
ten 3 c und 3 d behandelten T y p ) schreiben lassen. 
Neben den Konvergenzfragen bedarf bei einer Klä-
rung von analytischer Seite her auch das Problem 
der Rückführung einer stetigen Strahldarstellung auf 
eine stetige Vektordarstellung, das von W I G N E R 1 0 

für die unitären Darstellungen behandelt wurde, der 
erneuten Überarbeitung. 

Teil I. Invariante Bilinearformen 

§ 1. Invariante Bilinearformen als Wahrschein-
lichkeitsamplituden 

Um etwas über die Darstellungen der Symmetrie-
gruppen folgern zu können, sei eine Transforma-
tionsgruppe vom passiven Standpunkt 1 1 aus betrach-
tet. Liege zunächst eine definite Metrik vor . Mit 
(a) (ip\<p) werde das in dem HiLBERT-Raum er-
klärte invariante HERMiTEsdie Produkt bezeichnet, 
wobei (ip\ die konjugiert-komplexen Komponenten 
von | xp) hat. Eine Messung im Koordinatensystem A 
am Objekt c vorgenommen, habe das Element xpAc 

aus ^ A ergeben. ( U m Verwechslungen zu vermeiden, 
wird hier von einer Messung im Koordinatensystem A 
und nicht von einem Beobachter A gesprochen, wo-
bei man die Meßapparate als zum Koordinatensystem 
zugehörig betrachtet.) Die Wahrscheinlichkeitsampli-
tude dafür, daß eine weitere im Koordinatensystem A 
an demselben System vorzunehmende Messung einen 
Zustand cpkk ergibt, ist ( b ) (<PAk\ vjAC) • Sei der 
Einfachheit halber angenommen, daß die <p\k be-
reits ein vollständiges System von orthonormierten 
Zuständen bilden, so wird 

(c) (xpAc |VAc) 
= 2 < VA« | ) (<PAk | VAC ) = 2 I | VA« ) 12 

k k 
= 2 < ^ A C | Pk | ¥ A c > mit Pk = | <pAk) (<pxk |. 

k 
1 0 E . P . WIGNER, A n n . M a t h . 4 0 , 1 4 9 [ 1 9 3 9 ] . 
1 1 E . P . WIGNER, V . BARGMANN u . A . S . WIGHTMAN, N o t e s o n 

Relativistic Quant. Mechanics. (Intern. School of Phys., 
Varenna 1958). 



Aus ( c ) erkennt man. daß für P/, die beiden cha-
rakteristischen Eigenschaften der Projektionsopera-
toren erfüllt s ind: 

P/; = P/*, Pk2=P,.. 

Aus ( c ) folgt, daß (xpAc ' P/. \ V'A* ) positiv definit ist. 
sofern P/{ \ V'A1) ^ 0 ist. 

(V'.\e P/x \ Y\ ) soll die Übereinstimmungswahr-
scheinlichkeit 12 der Zustände <p\k und heißen. 
Beschreibt ein Beobachter B von seinem Koordina-
tensystem aus die Messungen, die im Koordinaten-
system A vorgenommen wurden, so ordnet er dem 
Element yj\c aus ein transformiertes »/'H1 aus D̂B 
zu. entsprechend dem Element <f\" aus A ein trans-
formiertes </BA aus .Ŝ B ? und die t bereinstimmungs-
wahrscheinlichkeiten der Elemente xp\v und (P.\k aus 
,£>,v einerseits und die der Elemente »/'B' und <£BA aus 
.'OB andererseits müssen gleich bleiben, da sie sich 
auf ein und denselben Meßvorgang beziehen. 

( d ) | V A C > | » = | VBC>|8 . 

Hierfür ist hinreichend, daß 
(e) (<pxk I V>A° ) = (<pBk | V ß c ) ist. Aus (e) geht 
hervor, daß die Transformation, welche ,Sp.\ —> £)B 
überführt, isometrisch sein muß. Falls = -ÖB ist. 
entspricht dieser Transformation eine unitäre Ab-
bildung des HiLBERT-Raumes auf sich selbst. 

Es gibt auch Fälle, in denen zwar noch ( d ) . aber 
nicht mehr (e) erfüllt ist. z. B. bei der Zeitumkehr-
transformation. die man antiunitär wählt: 
(<p\xp)(xp \T* T <f>) , wobei T unitär ist. 

V o n diesen Ausnahmen abgesehen, können bei 
Vorgabe der Gruppen, gegen die Invarianz bestehen 
soll, die Elemente des HiLBERT-Raumes nur solchen 
Darstellungen angehören, in denen die Symmetrie-
gruppen unitäre Darstellungen induzieren. Wenn 
man für den Zustandsraum größere Freiheit wünscht 
und andere Elemente, die sich nicht nach unitären 
Darstellungen transformieren, zuläßt, ist es nicht 
mehr möglich, für die Definition der Wahrschein-
lichkeitsamplitude (a ) in der Weise zu verwenden, 
daß man (t/' | in einer bestimmten Basis die konju-
giert-komplexen Maßzahlen von xp) zuordnet. Denn 
dann ließen sich die Gin. (d ) und (e ) nicht erfüllen. 
Statt dessen hat man die Bildung des zu j xp) dualen 
Elementes in einer allgemeineren Weise vorzuneh-
men. um invariante Bil inearformen zu erhalten. 

Das Symbol (%\w) soll fortan auch im allgemei-

12 G. SÜSSMANN, Bayer. Akademie d. Wissensch. Math.-
Naturw. Klasse. Neue Folge, Heft 88. 

nen Fall (bei indefiniter Metrik) invariante Bilinear-
formen bezeichnen. Dagegen soll wie üblich das 
Symbol ( / , xp) für das im Zustandsraum erklärte 
HERMiTEsche Produkt stehen, was nach Einführung 
einer vollständigen Basis durch (y, xp) = S y * ipr er-

V 

klärt wird, wobei die xpv und y>- die zu xp bzw. y 
zugehörigen Maßzahlen sind. 

(%, V') ist bei Verwendung von nicht-unitären 
Darstellungen nicht mehr invariant. Der Teil I be-
faßt sich im wesentlichen mit der Aufgabe , einen 
HERMiTEschen Fundamentaltensor g für die verschie-
denen Typen von irreduziblen bzw. reduziblen aber 
nicht zerfallenden Darstellungen so einzuführen, daß 

= ( X - g V ) invariant wird. 
Die Diskussion über Projektionsoperatoren und 

Übereinstimmungswahrscheinlichkeiten im Falle der 
durch g eingeführten (indefiniten) Metrik mag spä-
ter erfolgen. Hier sei nur angemerkt, daß im folgen-
den unter einem Erwartungswert eines Operators M 
der Ausdruck (M) = (<p, g Mcp)/(cp, g cp) verstan-
den werden soll. Verlangt man. daß der Erwartungs-
wert reell ist. so muß 

(cp.gMcp)* = (<p,M*g<p) = (<p,gM<p) 

sein, d . h . M = g - 1 M* g = M+; AP heiße fortan der 
zu M adjungierte Operator (M+= M ist selbstadjun-
giert) , während M* der HERMiTEsch-konjugierte Ope-
rator zu M ist. 

In den nächsten Paragraphen soll die Einführung 
eines Fundamentaltensors für die Transformationen 
der inhomogenen LoRENTZ-Gruppe durchgeführt wer-
den. Wir beschränken uns auf das Stück der in-
homogenen LoRENTz-Gruppe, das aus der Identität 
durch stetigen Übergang gewonnen werden kann. 
Wir fordern die Invarianz wie im Falle der definiten 
Metrik nicht erst für die Übereinstimmungswahr-
scheinlichkeiten. sondern etwas schärfer für die Bi-
l inearform. 

§ 2. Die inhomogene Lorentz-Gruppe 

a) Gruppeneigenschaften im Zusammenhang mit der 
Darstellungstheorie 

In diesem Abschnitt sollen die für die Darstellungs-
theorie wichtigsten Tatsachen für die inhomogene 
LoRENTz-Gruppe in Kürze zusammengestellt werden. 

Bezeichnet man mit t-, die Translationen, mit Ak die 
homogenen Transformationen, mit (A t) eine Transla-
tion um die gerichtete Strecke {At), wobei {At) aus t 
durch die homogene Transformation A hervorgeht, so 
gilt 

t1-t2 = t2-t1, A t= (J t) A . 



Wichtige Untergruppen von fi^ sind die homogene 
Gruppe £ h i , die Translationsgruppe Z , die eigentliche 
dreidimensionale Drehgruppe 2)3 , wobei in £hi liegt. 

1. Der zweifache Zusammenhang von überträgt 
sich auf Ühi, und von da weiter auf , so daß auch 
diese Gruppen zweifach zusammenhängend sind. 

2. Die Translationsgruppe Z ist in der einzige 
echte Normalteiler. Die Faktorgruppe ist iso-
morph der homogenen Gruppe £hi • 

3. Sowohl die homogene LoRENTz-Gruppe £hi > wie 
auch die Translationsgruppe 2 sind nicht kompakt, da-
mit ist auch nicht kompakt; doch £hi , Z , fiii sind 
wenigstens lokalkompakt. 

Für die Darstellungstheorie folgt aus 
1. daß man die zweideutigen Spindarstellungen der 

Drehgruppe auch unter den Darstellungen der Ühi und 
wiederfindet, aus 

2. kann man auf die Treue der Darstellungen, ins-
besondere der irreduziblen Darstellungen, schließen. 
Treu soll heißen: Zu zwei voneinander verschiedenen 
Gruppenelementen gehören auch zwei voneinander ver-
schiedene Matrizen. Da jede irreduzible Darstellung 
einer Gruppe die treue Darstellung einer Faktorgruppe 
sein muß, liest man die drei Möglichkeiten ab: 
a) Die irreduzible Darstellung der Si ! ist treu. 
b) Die irreduzible Darstellung stellt Q i J Z , aber nicht 

treu dar, ist damit eine treue Darstellung der 
homogenen Gruppe £hi • In diesem Falle werden 
Elemente, die sich nur durch eine Translation unter-
scheiden, durch dieselbe Matrix dargestellt, insbeson-
dere die Translationen durch die Identität. 

c) Die Darstellung ist die identische Darstellung. 
3. Hier läßt sich nichts unmittelbar folgern. Da 

weder kompakt noch abelsch ist, kann man jedenfalls 
nicht damit rechnen, daß die irreduziblen unitären Dar-
stellungen endlich dimensional sind. Tatsächlich ist seit 
längerem bekannt10, daß es sowohl für die inhomogene 
LoRENTz-Gruppe wie für die homogene LoRENTz-Gruppe 
keine endlich dimensionalen unitären irreduziblen Dar-
stellungen gibt, die außerdem noch treu sind. Da aus 2. 
folgte, daß außer den zu oder £hi treuen irreduziblen 
Darstellungen nur die identische Darstellung vorkom-
men kann, ist diese die einzige endlich dimensionale ir-
reduzible unitäre Darstellung. Es gibt natürlich treue 
endlich dimensionale irreduzible Darstellungen für 
und £ h i , wenn man auf die Unitarität verzichtet, z. B. 
die 4-dimensionale Darstellung der Shi durch sich selbst. 

b) Der Infinilesimalring der inhomogenen Lorentz-
Gruppe 

Für die Ringelemente des Infinitesimalrings der ho-
mogenen LoRENTz-Gruppe £hi — sie gehören zu Trans-
formationen, welche die 6 Koordinatenebenen invariant 
lassen — ergeben sich die folgenden Vertauschungs-
regeln 
(a) [Muv,Mxo] _ =i(ö ua MXv 

va Vvo MuX + by-, M au) 

in,v = 1 , 2 , 3 , 4 , / = h o , M u v = - MVß). 

Geht man von der homogenen LoRENTz-Gruppe £hi zur 
inhomogenen und entsprechend vom Infinitesimal-

ring £h i ° zum Infinitesimalring £ j t 0 über, so kommen 
die Ringelemente px hinzu, wobei jedem in der Gruppe 
fiii die Translationen in Richtung der Achse X zugeord-
net sind. Man erhält die weiteren Vertauschungsregeln 
(b) [Mav, px] _ = i (p,. ÖuX —,p.u Öyx), [p.u , Pv] - = 0 . 

Statt der M u v führt man für die Bildung der invarian-
ten Polynome meist andere Größen ein, den Vektor 

gu = M„, py, 

den Pseudovektor I\ = \ sruvx Muv px 

mit fruvX als totalantimetrischen Einheitstensor. Wegen 

Mur = - M,u folgt gu pu = 0 

und wegen sTUvX = — £Jt.«rr ergibt sich r T p x = 0 . 

Für die Vertauschungsrelationen der neu eingeführten 
Größen erhält man 

[p.u , ra] _ = 0 , [To, rf\ -=px ru I , [p.u, P > ] _ = O , 

[gu , r „ ] _ = - i r/t Po , [gu , P , , ] _ = - i ( p „ pv - Ö^ px2) , 
[gu , g>] _ = - i (gu Pv - gv Pu + i Sa.uvX ra px) = - i Muv pf. 

Zunächst sei nach einem einfachen Satz von Polynomen 
gefragt, die mit den Elementen der homogenen Gruppe 
ühi , oder was äquivalent ist, mit den Basiselementen 
des Infinitesimalringes M f l v vertauschen: Das sind die 
Polynome 2 pu2, 2 F 2 gf2, 2 gu ru • Die anderen 
Invarianten, wie 2 Mu,.2, können durch diese vier aus-
gedrückt werden. Stellt man die schärfere Forderung 
der Vertauschbarkeit mit allen Elementen der Gruppe 
£ i x , so bleiben nur zwei 2 p„2 , 2 r 2 übrig. Für die 
Darstellungstheorie kann man damit folgendes ableiten: 
Zu jeder irreduziblen Darstellung der inhomogenen 
LoRENTz-Gruppe gehört je ein Eigenwert von 2 p„ 2 und 
2 ro2 . Physikalisch bedeuten diese für die zur irredu-
ziblen Darstellung gehörende Teilchensorte das Quadrat 
der Ruhmasse m02 bzw. m02 5(5 + 1) mit 5 als Spin des 
Teilchens. Im Falle verschwindender Ruhmasse, bei der 
auch der Eigenwert zu 2 T V verschwindet, wählt man 
die Proportionalitätskonstante 5 i n r a = ± 5 p0 zur Cha-
rakterisierung ( + gibt die Polarisationsrichtung an). 

Für die irreduziblen Darstellungen der inhomogenen 
LoRENTz-Gruppe, welche isomorph zur Faktorgruppe 
fiii/S bzw. zur £hi sind, wird, da die Translationen 
durch I dargestellt werden, pu = 0 . Sie sind durch die 
Eigenwerte von 2 pu2 = 0,2 T2 = 0 und weitere Eigen-
werte zu gu2, gu ru gekennzeichnet. Statt der letzten 
beiden Invarianten kann man auch 

2 M UV J i Muv Mor C-.UVQT 
benutzen. 

Die im Vorangehenden gemachten Bemerkungen gel-
ten unabhängig davon, ob die Darstellungen unitär sind 
oder nicht. 

Der Anfang dieses Abschnittes befaßte sich mit dem 
Übergang von der Gruppe zu ihrem Infinitesimalring. 
Zum Schluß sollen noch ein paar Bemerkungen zu der 
entgegengesetzten Frage folgen. Wie gelangt man vom 
Infinitesimalring zur Gruppe, bzw. von seiner Darstel-
lung des Infinitesimalringes zu einer Darstellung der 



Gruppe? Bei einer Reihe von Gruppen, zu denen auch 
die inhomogene LoRENTz-Gruppe zählt, gilt: Sei JJ Ele-
ment des Infinitesimalringes. Die Abbildung JJ —>• el 

bildet eine Umgebung der Null des Infinitesimalringes 
in eine Umgebung der I in der Gruppe umkehrbar ein-
deutig und stetig ab. Für die Darstellungen gilt: Eine 
Darstellung des Infinitesimalringes ist Infinitesimal-
ring einer Darstellung von © . Zu der Darstellung der 
Gruppe, genauer des Gruppenkeimes, gelangt man durch 
die Matrixexponentialfunktion D = eA; D = Matrix der 
Darstellung der Gruppe, A = Matrix der Darstellung des 
Infinitesimalringes13. Zu diesem Übergang bei unend-
lich-dimensionalen Darstellungen siehe z. B. Anm. 10. 

§ 3. Grundtypen von Darstellungen 

Sei [V(d)} die Darstellung einer Gruppe © mit 
d in © , so ist audi { ( F * ( c f ) ) - 1 } eine Darstellung 
( F * ist die zu V HERMiTEsch-konjugierte Matr ix ) , 
auf die sich von {V(d)} die Eigenschaften der Ir-
reduzibilität, der Reduzibilität. des Zerfalls übertra-
gen. (Falls keine Verwechslungen zu befürchten sind, 
soll das Argument von V weggelassen werden.) 
1. T y p : {V {d)} = {(V* {d))~x} identisch in d. Oder 
{V*}{V} = / . Es liegt eine unitäre Darstellung vor . 
Die Unitarität bedingt, daß die Reduzibilität einer 
Darstellung den Zerfall zur Folge hat. Wegen der 
Einfachheit soll hier die Frage des Fundamentalten-
sors sofort erledigt werden. Man gewinnt invariante 
Bil inearformen. indem man den Fundamentaltensor 
diagonal und auf dem Räume einer irreduziblen 
Darstellung konstant wählt. Ein Spezialfall hiervon 
ist die übliche definite Metrik, welche den Fundamen-
taltensor gleich / setzt. 

Des weiteren sind nicht-unitäre Darstellungen zu 
betrachten. Wenn eine nicht-unitäre Darstellung in 
irreduzible zerfällt, so können unter den irreduziblen 
Darstellungen unitäre vorkommen, es müssen aber 
auch nicht-unitäre vorhanden sein. Die Teile des 
Fundamentaltensors, die sich auf die unitären ir-
reduziblen Darstellungen beziehen, kann man nach 
T y p 1 behandeln. Für die nicht-unitären irreduziblen 
können zwei Fälle eintreten: 
2. T y p : { V } äquivalent { ( F * ) " 1 } . {V} irreduzibel. 
3. T y p : { V } nicht-äquivalent zu { ( F * ) - 1 } , 

{V} irreduzibel. 
Bei den reduziblen. aber nicht zerfallenden Darstel-
lungen müssen auch Teile der Darstellung vorkom-
men, welche zum 

13 H. BOERNER, Darstellungen von Gruppen, Springer-Ver-
lag, Berlin 1955. 

14 Vgl. Ju. M. SHIROKOV, Sov. Phys. J. Exp. Theor. Phys. 6. 
(33), 664 [1958], Dort ist ein Teil der Sätze von § 4 a 

4. T y p : {W} = (<£> <£>) gehört. Wenn {W} Dar-
Stellung ist, so müssen auch { F J , { F 2 } Darstellun-
g e n s e i n ; es so l l a n g e n o m m e n w e r d e n , d a ß d iese 
i r r e d u z i b e l s i n d . 

§ 4. Diskussion der Grundtypen 14 

a) {V} äquivalent zu { ( F * ) - 1 } 

Unter der Annahme {V} irreduzibel und {V} 
äquivalent zu { ( F * ) - 1 } soll unter der Invarianz-
forderung der durch den Fundamentaltensor defi-
nierten Bil inearformen gezeigt werden: 

Satz 1: Es gibt einen HERMiTEschen nicht ausge-
arteten Fundamentaltensor, und jeder Fundamental-
tensor stimmt bei gegebener Darstellung mit diesem 
bis auf eine Konstante überein. 

Beweis : Zunächst wird bewiesen: Es gibt einen 
von Null verschiedenen Fundmentaltensor, der HER-
M I T E S c h i s t . 

Nach Definition der Äquivalenz der beiden Dar-
stellungen { F } und { ( F * ) - 1 } gibt es eine nicht aus-
geartete Matrix g* so, daß {V} = ( g * ) " 1 { ( F * ) - 1 } g* 
ist. Daher bleibt 

(<P,gX) = (rP,gV~lVx) = (V<P,gV X) 

bei einer Transformation invariant. Das gilt für alle 
Bil inearformen. die aus den Elementen des Darstel-
lungsraumes gebildet werden können, mithin auch 
für 

h = (Z- g <P) und für J2 = (%, g* cp) . 
Mit / j und J2 sind 

A=Jl + J2=(x, [g + g*] ep) 
und B = i { ] 1 - J - z ) = { x , i [ g - g * } < P ) 

invariante Formen. Da g 0 gilt, ist mindestens 
eine der Matrizen g + g* oder i(g — g*) ungleich 
Null. 

Damit ist zunächst bewiesen: Es gibt einen von 
Null verschiedenen HERMiTEschen Fundamentalten-
sor. 

Weiter wird im fo lgenden gezeigt: Ein zweiter 
Fundamentaltensor h zu V muß mit g bis auf eine 
Konstante übereinstimmen. Es gilt 

(a) {V*}g{V}=g, (b) { V ) h { V ) = h . 

Da g nicht ausgeartet ist, kann man h = ag mit 

und § 4 b bereits abgeleitet. H. Joos hat mich gleichfalls 
auf die Konstruktion der Bilinearformen von I, § 4 b auf-
merksam gemacht. 



a = h g 1 setzen. Damit wird aus ( b ) 

{V*}ag{V} = ag 

und aus (a) durch Multiplikation mit a von links 

<V*}g{V} = ag 

damit {V*} a g{V) = a{V*} g{V) . 

Da {V} die Darstellung einer Gruppe ist, existiert 
auch stets zu V ein V~1. Mit V w i r d jede Glei-
chung von rechts, darauf mit g m u l t i p l i z i e r t , so daß 
{V*} a = a{V*} folgt . W e g e n der Irreduzibilität der 
Darstellung ergibt sich nach dem Lemma von S C H U R 

ol = const 1, daher h = const g wie behauptet. 
Damit fo lgt g = const g*, weil mit g auch g* Fun-

damentaltensor ist. Mit g ist auch g* nicht ausgeartet 
und es gilt g = ely g* {y ree l l ) . Man sieht so, daß 
mindestens einer der beiden Tensoren g + g*, 
i{g — g*) nicht ausgeartet ist. Damit ist Satz 1 be-
wiesen. 

Aus dem zweiten Teil des Beweises folgt weiter, 
daß hier jeder Fundamentaltensor, sofern er nicht 
gerade Null, auch nicht ausgeartet ist. 

Satz 2: D i e Invarianten 2 pu2, 2 Ta2 besitzen 
reelle Eigenwerte. 

Beweis : Seien { B } darstellende Matrizen für die 
Elemente des Infinitesimalringes, so erhält man 
durch die Matrixexponentialfunktion die darstellen-
den Matrizen { V } für die Gruppe { F } = { e ß } . Da 
nun { ( e s ) - 1 } = { e - ß } , { ( e B ) * } = { e 5 * } gilt, ergibt 
sich für die Darstellung { (V*) *} 

{ ( F * ) - 1 } = { e - ß * } . 

Für B kommen hier die Elemente 

B = pn 

+ y M ' r = 1 P* ~ ô Po) + y (£ki Mki - 2 akNk) 

mit ak reell Po = H (HAMiLTON-Operator), 
Mi4 = i Ni in Frage. Es wird 

-B* = i(h Pk* - £ 0 Po*)+ y ~ 2 a * N * ) • 

Hieraus f o lg t : Wenn zu der Darstellung { F } die 
infinitesimalen Operatoren pk , p 0 , Mki, Nk gehören, 
dann gehören die Operatoren pk*, p0*, Mk*, Nk* 
zu { ( F * ) - 1 } . Aus {V}=g-1{(V*)~1} g, das heißt 
{ e B } = g - i { e - » * } g fo lgt 

Pk = Pk\ Po = Po+> Mki = Mki\ Nk = Nk+. 

Diese Operatoren sind also selbstadjungiert. Ent-

sprechend ergibt sich, wenn man 

ra = — £nuvl Muv p>. = SauvX Dx Muv 
2 i 2 i 

beachtet: 

r k + = r k , r 4 + = - r 4 , 

bzw. rQ+ — r 0 mit r 4 . 

Wegen 2 pj = (2 P . u 2 ) + und 2 T V = (2 T V ) + folgt 
dann die Behauptung. 

Satz 3: Die Operatoren pk, p0, Tk, T0, Mk[, Nk 

besitzen reelle Erwartungswerte. Das fo lgt aus der 
Selbstadjungiertheit dieser Operatoren. 

Satz 4: Die Invariante s der irreduziblen Darstel-
lungen, für welche die Ruhmasse verschwindet, ist 
reell. 

Beweis : Nach Satz 3 ist 

{cp,gTkcp) reell und 

{cp, gpk(p) reell und es fo lgt aus Tk = +spk 

s = + (y> 8 Tk <p) u n ( j ( j a g - g t ( j a n n ebenfalls reell. 
(<P, 8 Pk <p) 

Satz 5: Für die irreduziblen Darstellungen, welche 
i somorph zu , d. h. für die Pn = 0 gilt, sind 
auch die hinzukommenden Invarianten 2 M^v2, 
i Muv Mxa £/*vZo reell. 

Beweis : Man beweist die Selbstadjungiertheit die-
ser Operatoren wie in Satz 2. 

Satz 6: D ie Operatoren pk, p 0 , r k , ro besitzen 
reelle Eigenwerte. Falls man einen vertauschbaren 
Satz von ihnen, z. B. pk , p 0 und diagonal macht, 
läßt sich der Fundamentaltensor gleichfalls diagonal 
machen und pk, p 0 , r t werden HERMiTEsche Ope-
ratoren. 

Beweis : Der erste Teil der Behauptung folgt aus 
Satz 3. Der zweite fo lgt s o : W e g e n pk — pk*, p0 = p0 + 

und pk , p 0 diagonal und reell, wird pk = pk*, p0 = p0* 
ebenso F I1 = JT1*. Damit ergibt sich weiter 

[pk , g ] - = o , [ p 0 , g ] _ = [ . r 1 , g ] = o . 

Aus der Vertauschbarkeit folgt , daß man auch g 
simultan diagonal machen kann. 

Satz 7 : Man kann für g im Falle der Basiswahl 
von Satz 6 die Diagonalelemente + 1 oder — 1 an-
nehmen. 

Beweis : Nach Satz 1 gibt es auch einen HERMiTE-
schen Tensor g , der bis auf eine Konstante mit dem 
diagonalen Fundamentaltensor g von Satz 6 über-
einstimmen muß. Da g dann außerdem diagonal 



sein muß. ist es reell ; mithin kann g durch entspre-
chende Wahl einer Konstanten reell gemacht und 
durch entsprechende Maßstabwahl auf die behaup-
tete Gestalt gebracht werden. 

Satz 8: Für die irreduziblen Darstellungen mit 
p,< = 0 kann man außerdem (die p« und -T« haben ja 
hier die Eigenwerte Null) zwei der Mftr, z. B. M12 , 
M34, diagonalisieren. Es werden dann M12, i M34 

HERMiTEsche Operatoren und g läßt sich simultan 
diagonal machen. 

Beweis wie bei Satz 6. 

Zum Schluß dieses Abschnitts sollen die Ergeb-
nisse zusammengefaßt und einige Bemerkungen an-
gefügt werden. Zunächst zeigte sich, daß zu jeder 
irreduziblen Darstellung des behandelten Typs ein 
nicht ausgearteter HERMiTEscher Fundamentaltensor 
gefunden werden kann. Verschiedene Fundamental-
tensoren zu derselben irreduziblen Darstellung stim-
men bis auf einen komplexen Faktor überein, sind 
also alle nicht ausgeartet oder identisch Null. Be-
schränkt man sich auf HERMiTEsche Fundamental-
tensoren. wie es hier geschehen soll, so sind diese 
bis auf einen reellen Faktor festgelegt. Ein HERMiTE-
scher Tensor läßt sich stets durch unitäre Transfor-
mationen auf Diagona l form bringen. Sollten dabei 
nur positive Eigenwerte auftreten, so kann man 
durch eine Maßstabänderung der Basisvektoren den 
Fundamentaltensor zum Einheitstensor machen, die 
irreduzible Darstellung wird dann unitär. Hier in-
teressiert mehr der allgemeine Fall. Für diesen 
wurde weiter gezeigt, daß die jeweils möglichen In-
varianten, zwei Invarianten bei den treuen Darstel-
lungen. vier Invarianten bei den Darstellungen mit 
p,( = 0 reell sind. Bei dieser Tatsache liegt der Nach-
druck darauf, daß dies unabhängig von der speziel-
len irreduziblen Darstellung*, wenn sie nur zu dem 
behandelten T y p gehört, immer genau dieselben In-
varianten sind. Für eine einzige irreduzible Dar-
stellung kann man natürlich trivialerweise stets durch 
einen komplexen Faktor aus einer Invarianten eine 
reelle Invariante machen. Die gewählten Invarianten 
—' f-fu , 2 r„2 stimmen mit denen überein, denen bei 
unitären Darstellungen das Quadrat der Ruhmasse, 
bzw. das Quadrat des Spins [genauer m 0 2 s ( s + l ) ] 
zugeordnet ist. Weiter zeigte sich, daß die Operato-
ren p 0 , p/v. und r 0 , r k selbstadjungiert sind. Hier-
aus ergab sich: Wählte man einen vertauschbaren 
Satz von ihnen und machte sie mit einer entsprechen-
den Basis diagonal, so wurden die Operatoren die-
ses Satzes HERMiTEsch und konnten simultan diago-

nal sein. Die Eigenschaft eines Operators, HERMITESCIL 

zu sein, hängt hier, entgegen den Verhältnissen, die 
man bei definiter Metrik antrifft, durchaus von der 
Basis ab. Daraus, daß insbesondere die p k , p 0 reelle 
Eigenwerte besitzen, folgt die Eigenschaft, daß die 
Translationen durch unitäre Operatoren dargestellt 
werden, d. h. V(tk) ist eine Marix mit den Diagonal-
elementen exp [ i (pz aik — po a0k) ] , wie bei Verwen-
dung einer definiten Metrik zugeordnet. 

b) {V} nicht äquivalent zu { (V*) 

Es ist wieder vorausgesetzt, daß { V } irreduzibel 
ist. Zunächst wird folgendes bewiesen: 

Behauptung: Man kann auf dem Darstellungsraum 
von {V} keinen von Null verschiedenen Fundamen-
taltensor einführen. 

Beweis: Erstens sieht man leicht ein, daß man 
keinen nicht ausgearteten Fundamentaltensor fin-
det. Das folgt unmittelbar daraus, daß {V} nicht 
äquivalent zu { ( F * ) - 1 } sein soll. Zweitens mag es 
einen ausgearteten Fundamentaltensor g geben. 
Dann findet man mindestens ein Element cpk mit 

, 9?a.) 0 , so daß (<pk ,gyj = 0 wird, für alle % 
des Darstellungsraumes. W i e man leicht einsehen 
kann und weiter unten (Teil II. § 3 c ) bewiesen wird, 
bilden die auf allen Vektoren senkrecht stehenden 
Vektoren einen invarianten Teilraum. Daraus f o lg t : 
Entweder ist die Darstellung reduzibel. oder aber 
der invariante Teilraum ist der ganze Darstellungs-
raum. dann ist g = 0 . Damit ist der Beweis erbracht. 

Um trotzdem invariante Bil inearformen zu erhal-
ten, braucht man ein g, das nicht simultan mit den 
irreduziblen Darstellungen der Gruppe, hier der in-
homogenen LoRENTz-Gruppe. zerfällt. 

Es kann sein, daß neben der irreduziblen Dar-
stellung {V} auch eine irreduzible { ( f / * ) - 1 } in dem 
vorliegenden Zustandsraum induziert wird. Wenn 
das nicht der Fall ist, erweitere man den Zustands-
raum entsprechend, so daß schließlich ein Darstel-
lungsraum { 9 9 } , der sich mit {V} und einer {9? } , 
der sich mit { ( f 7 * ) - 1 } transformiert, vorhanden 
sind. Bildet man jetzt eine Bi l inearform 

= (Zi W) mit <P i n ( W u n d Z i n > 

so geht diese bei Transformationen in 

h = ( z , v-iy<p) = (x, cp) 

über, ist mithin invariant. Ebenso ist k2 = (<p, %) 
invariant. Die Linearkombinationen C = k1+k2. 
D = i(kl — k2) sind reelle Invarianten. Man führt 



zweckmäßig die fo lgenden Bezeichnungen e in : Sei 
<P = (fy ein Element, aus dem durch direkte Sum-
menbildung gewonnenen Darstellungsraum 

W = M + M und 0 * = ( < p \ x * ) • 

Mit a l X / = (° { ) und o 2 x / = ( £ * / ) w i r d 

C= ( 0 , [ o l X / ] <P), D= (<Z>, [ o 2 X / ] <Z>). 

Sowohl gi = 0 ^ x 1 wie g 2 = °2 X ^ bilden mögliche 
Fundamentaltensoren. Bei beiden sind Elemente der 
Gestalt <£10 = { £ ) und auch <£01 = g ) Vektoren, 
die ( im Sinne der g-Metrik) orthogonal zu sich 
selbst s ind; aber man kann zu j edem Element aus 
{ 0 1 0 } 

ein Element aus { 0 0 1 } finden, so daß ihre 
Bilinearform nicht verschwindet. {<P10} und { 0 0 1 } 
bilden der Konstruktion nach invariante Unterräume 
von Nullvektoren. Für den metrischen Fundamental-
tensor sind außerdem die Vektoren (P1' — 
für g2 die Vektoren (p1-1 = (fy Nullvektoren; diese 
bilden jedoch keine invarianten Unterräume. Für die 
Invarianten der Darstellungen kann man hier fol-
gendes ableiten: Da mit p0, Mhi, Nk als zu {<£-} 
zugehörigen Operatoren, die Operatoren p&*, p0*, 
M k * , Njr.* zu {<p} gehören, so gilt für die Invarian-
ten 2 p2, 2 To2 und falls es noch weitere der im 
vorigen Abschnitt behandelten gibt, auch für diese: 
Wenn zu {99} der invariante Operator O gehört, 
dann zu der invariante Operator O*. Hieraus 
fo lgt : 

Satz 9: Die Invarianten besitzen auf {90} und {9?} 
Eigenwerte, die zueinander konjugiert -komplex sind. 

Dieses Resultat kann man auch für Untergrup-
pen der inhomogenen LoRENTz-Gruppe verwenden: 
Nimmt man etwa die Untergruppe, welche die drei-
dimensionalen Drehungen und die Translationen 
umfaßt (sog. Bewegungsgruppe in drei Dimensio-
nen) , so wird z. B. auch p0 = H eine Invariante. Auf 
den Darstellungsräumen { 9 } und {9?} hat dann der 
Energieoperator konjugiert-komplexe Eigenwerte. 
Dieser Fall liegt z. B. vor, wenn man komplexe Wur-
zeln für den Eigenwert des F-Teilchens im LEE-
Modell zuläßt. 

c) Reduzible, nicht zerfallende Darstellungen 

Unter die Klasse dieser Darstellungen der inhomo-
genen LoRENTz-Gruppe fallen auch solche, die dem 
für das LEE-Modell8 diskutierten Dipolfal l analog 
sind. Um die Diskussion nicht zu sehr auszuweiten, 
beschränken wir uns hier auf den Grundtyp dieser 

Klasse: Im Darstellungsraum {9?} der reduziblen. 
aber nicht zerfallenden Darstellung { W } liege ein 
invarianter Teilraum { 9 ^ } , auf dem eine irreduzible 
Darstellung { V ^ induziert wird. Auch die auf das 
Komplement {(p2) (mit {<px} + {cp2} = {99} ) wirken-
den Matrizen { V 2 } in 

m = ({S> ® 
bilden eine Darstellung. Es soll angenommen wer-
den, daß auch { V 2 } irreduzibel ist. 

Satz 10: {Vt} und {V2} besitzen für die Invarian-
ten 2 p,2 bzw. 2 Ta2 die gleichen Eigenwerte. 

Beweis : Die Operatoren für die Invarianten müs-
sen mit allen Matrizen von { W } vertauschen. Die 
Invarianten sind Po lynome von gewissen Elementen 
des Gruppenringes, ihre darstellenden Matrizen also 
P o l y n o m e der darstellenden Matrizen dieser Ele-
mente des Gruppenringes. Man sieht daraus, daß 
z. B. zur Invarianten 2 pv2 eine Matrix A der Gestalt 

A = £ ) gehört. Aus A{W) = {W}A fo lgt 

\ 0, Bt{Vt) ) - \ 0, {Vt} Bt ) 

Wegen der vorausgesetzten Irreduzibilität von { V 
und { V2} folgt Bx = X1I, B2 = l2 I. Mithin 

(Wx), ii(F>+B{Ff}\ _ (idVi), { r j B + ^ m 
\ 0, X,{Vt) ) - { 0, ) 

Es soll bewiesen werden At = X2 , indem die Annahme 
4= X2 zum Widerspruch geführt wird. Aus der 

Untermatrix rechts oben folgt 

| j / } = {VjB-BjVz} 
/ j —/ 2 

Mithin wird { W } = \ h X: . 
y 0, {V.} 1 

Mit u n d C _ 1 = (0 + V s ) 

ergibt sich C~1{W}C= (<J> ,Ji}). 

Es läge damit entgegen der Voraussetzung eine Dar-
stellung vor , die man zum Zerfall bringen könnte. 
Somit muß = für 2 pr2 sein; entsprechend 
Qi — Q-2 für 2 r 2 , womit die Behauptung bewiesen 
ist. 

Dieser Sachverhalt legt nahe, nur solche Darstel-
lungen { J F } zu betrachten, bei denen { V j } äqui-
valent { V 2 } ist, wobei man nach entsprechender 
Wahl der Basis { V ^ = { V 2 } setzen kann. 



In der Tat, in den Fällen, bei denen 2 p,2, 2 T V 
für { F j } und { F 2 } die einzigen Invarianten sind, 
folgt bereits { V ^ äquivalent { F 2 } , sofern man für 
beide Darstellungen m 0 > 0 und die Darstellungs-
räume i somorph wählt. Für die übrigen Darstellun-
gen ergibt sich dasselbe, d. h. { V t } äquivalent { F 2 } , 
wenn man verlangt, daß { V i } , { F 2 } und { I F } den 
gleichen Invariantensatz besitzen, d. h. z. B. daß die 
Operatoren 2 p,.2, 2T02, 2 MUy2, 2 i Mfl>- M>.0 £«>•;.<, 
sowohl in der irreduziblen Darstellung { F x } , wie in 
der irreduziblen { F 2 } und in der Darstellung { I F } 
mit allen Matrizen ihrer Darstellungen vertauschen. 
Darum fo lgt aus dem vorangehenden Beweis die 
Gleichheit der Eigenwerte der Invarianten für die ir-
reduziblen Darstellungen {Vt} und { F 2 } und unter 
den gleichen Zusatzforderungen wie oben, die Äqui -
valenz. 

Fortan werden daher nur die Fälle { V t } = { F 2 } , 
d . h . nur solche { W } , für die { J F } = (<£> <£>) 
gilt, betrachtet. Wenn man wie oben mit { 9 ^ } den 
invarianten Tei lraum des Darstellungsraumes {9?} 
bezeichnet, soll als nächstes bewiesen werden: 

Satz 11: Der Fundamentaltensor muß im invari-
anten Tei lraum gleich Null sein, d. h. setzt man an 
g = (j1 ^ j für {9? } , so wird bewiesen = 0 . 

Satz 11 a: Für solche irreduziblen Darstellungen, 
für die {Vt} nicht äquivalent { ( F j * ) - 1 } ist, wird 
sogar g = 0 . 

Beweis : Es muß 

W*gW = g oder 

(gl A \ _ (Vi* gl V, , yt*g, V+VSg, V, \ 
Us gi) ~\V gl gt r,, v* 8l V+VS gs v+v* gt V, +Vl" gt vj 

für alle darstellenden Matrizen gelten. 

Hieraus fo lgt im Falle I I a : Wegen { F j } nicht 
äquivalent zu { ( F j * ) - 1 } muß nach Teil I. § 4 b 
aus 

g 1 = 0 und damit aus g2= {V*} g2{V1) 

+ {VS)6x{V) 
g2 = 0 fo lgen und entsprechend 
g3 = 0 und hieraus aus der Untermatrix rechts 

unten 
g 4 = 0 fo lgen . 

Damit ist I I a bewiesen. 
Es ist natürlich nicht schwer, auch in diesem Fall 

ein von Null verschiedenes g zu erhalten, wenn man 
analog zum Teil I, § 4 b, neben der Darstellung 

( < P £ J ) a u f M auch eine D a r s t e l l u n g ( « W ) 

mit dem Darstellungsraum {(pj einführt, und g im 
Räume {9?} + {<£?} entsprechend erklärt wird. 

Um Satz 11 zu beweisen, kann man nunmehr {Vt} 
äquivalent { ( F j * ) - 1 } voraussetzen. Der Beweis ver-
läuft dann ganz entsprechend wie der des Satzes 10. 
in dem die Annahme g x ^ 0 den Zerfall der Dar-
stellung { f F } bedingt, entgegen der Voraussetzung; 
er hängt übrigens nicht davon ab, daß die Darstel-
lungen { ^ j } und {95.,} die gleichen sind. 

Hinsichtlich der anderen Untermatrizen von g 
kann man so fort sehen, daß z . B . die Wahl g2 — 0 . 
g 3 = 0 , g 4 = {Vi*} gii^i} mit HERMiTESchem nicht 
ausgearteten g 4 im Falle der Äquivalenz von {Vt} 
und { ( F j * ) - 1 } einen von Null verschiedenen Fun-
damentaltensor ergibt. Man kann im allgemeinen 
aber noch andere Tensoren mit g2 0 und g 3 =}= 0 
finden, wie an Hand von speziellen Darstellungen 
anschließend gezeigt wird. 

d) Eine spezielle Klasse von reduziblen, nicht 
zerfallenden Darstellungen 

Es liegt nahe, nach den bisher in der physikali-
schen Literatur aufgetretenen B e i s p i e l e n 8 ' s i c h einer 
speziellen Klasse von nicht zerfallenden Darstellun-
gen zuzuwenden. Ausgehend von { I F } = 
soll hier verlangt werden, daß F = 0 ist für solche 
Elemente von , welche zur Untergruppe der ho-
mogenen LoRENTZ-Transformationen Shi gehören. 
Wrenn man von endlichen Darstellungen { F x } aus-
geht, so bedeutet diese Wahl gar keine Einschrän-
kung: Für endliche Darstellungen gilt der Satz: Jede 
Darstellung der homogenen LoRENTZ-Gruppe £hi 
kann zum Zerfall gebracht werden 13. Für unendliche 
irreduzible Darstellungen { F j } wollen wir F = 0 für 
die homogene Untergruppe postulieren. Außerdem 
soll von den { I F } noch verlangt werden, daß invari-
ante Bil inearformen innerhalb des Darstellungsrau-
mes von { I F } existieren, d. h. nach dem vorigen 
Abschnitt, daß { ( F / ) " 1 } äquivalent zu { F j ist. 
Wir wenden uns nun dem Fundamentaltensor zu, für 
den sich als spezielle Lösung gt = 0 , g2 = 0 , g3 = 0 , 
g4 = {Vt*} g4{Vt} ergeben hatte, und suchen nach 
allgemeineren Lösungen von 

(o g , ) - ( 0 , m*}gAV>} ) 

\gt gt ) - UF,*} ».{F,} , {F,} gs{F} +{V*} gt{Vi) ) 

W i r f o r d e r n g HERMiTEsch, s o d a ß g 3 = g2* i s t -
g2 ist bis auf eine komplexe Konstante nach Satz 1 
festgelegt . Es gilt , d ie unend l i ch v ie len Matr ix -Gle i -

15 M. FROISSART, (Intern. School of Phys., Varenna 1958) 
Seminarvortrag. 



chungen der Untermatrizen rechts unten zu lösen: 

(a) { V n g 2 * { V } + { V * } g 2 { V 

und gleichzeitig 

(b ) {V1*}g2{V1}=g2 zu erfüllen. 

Nach den Voraussetzungen gilt für die homogene 
Untergruppe { V } ^ = 0 . so daß 

(C) { ^ } h g 4 { M h = g4 

für diese Elemente zu erfüllen ist. 
Es sollen nun zwei Fälle unterschieden werden: 
1. { T j } gehört zu der Klasse von irreduziblen 

Darstellungen der inhomogenen LoRENTz-Gruppe. 
die äquivalent zu einer irreduziblen Darstellung der 
homogenen LoRENTz-Gruppe sind, d. h. für die p« = 0 
gilt, so daß die Translationen durch / dargestellt 
werden. Hier fo lgt wegen {^1 )11= { ^ 1 } für die er-
sten beiden Glieder 

(d) {V1*}g2*{V} + {V*}g2{V} = 0. 

Es tritt die Frage auf, o b sich diese Gleichung mit 
einem g2, das ja bereits ( b ) erfüllt, für eine gege-
bene Darstellung lösen läßt. 

Die Beantwortung der Frage wird unten zusam-
men für beide Fälle betrachtet. 

2. {V} ist eine treue Darstellung der inhomoge-
nen LoRENTz-Gruppe. In diesem Fall ist es schwierig, 
eine allgemeine Bedingung für die Lösbarkeit zu 
formulieren. Es läßt sich das fo lgende einfache Kri-
terium beweisen: 

Kriterium: Falls man g2 und g 4 so gefunden hat. 
daß neben ( b ) und { ^ i * } h g ^ l ^ i l h = g\ auch 

(e) V i * Ü ) g2* V i j ) + y * Ü ) g2 V i U ) 

gilt für ein einziges Element j der inhomogenen 
Gruppe, das nicht zur homogenen Gruppe gehört, 
so ist der ganze Satz von Gin. (a) erfüllt. 

Man kann damit durch Einsetzen einer beliebigen 
Matrix der Darstellung, sofern sie nur nicht zu einer 
homogenen Transformation gehört, entscheiden, ob 
g 2 0 gewählt werden darf oder nicht. Der Beweis 
des Kriteriums, der ganz ähnlich verläuft wie der 
Schritt I des fo lgenden Satzes, soll hier unterbleiben. 

Für die Konstruktion des Zustandsraumes ist die 
Frage, o b es überhaupt Darstellungen des hier be-
handelten Typs gibt, welche dieses Kriterium und 
damit die Gin. (a ) und ( b ) mit nicht verschwinden-
dem g2 erfüllen von größerer Wichtigkeit. Hierzu 
werde der fo lgende Satz aufgestellt: 

Satz 12: Zu jeder reduziblen, aber nicht zerfallen-
den Darstellung des behandelten Typs läßt s i c h eine 
reduzible, nicht zerfallende Darstellung des gleichen 
Typs angeben, zu der ein nicht ausgearteter HER-
M i T E s c h e r Fundamentaltensor gehört. 

Die dabei angegebene Darstellung ist derart, daß 
neben (a) und ( b ) die etwas schärferen Bedingun-
gen (d ) erfüllt sind, so daß die Konstruktion auch 
für den Fall 1 gilt. 

Hier sollen die Resultate des in vier Schritten er-
folgenden Beweises angegeben werden, der Beweis 
mag selbst im Anhang 2 fo lgen. 

Zunächst wird gezeigt (Schritt I ) daß mit 

C M J - C f Ä81) 
a u * {X(d)}= ( f . ' « » . «>) 

eine Darstellung ist. 
Dann erkennt man (Schritt I I ) , daß 

und W(d) = ^ ^ r - ^ * ) 

zwei Darstellungen sind, welche die Bedingungen 
( a ) , (b ) und ( d ) erfüllen. 

Schritt III des Beweises ergibt dann, daß min-
destens eine der beiden Darstellungen { W } und 
{ J f } nicht zerfallend ist. 

Zum Schluß (Schritt I V ) wird gezeigt, daß für 
bzw. { W } die beiden Fundamentaltensoren 

(i &) bzw- (L 7*?) 
mit g2 = g2* und l bel iebig reell anzusetzen ist, wo-
bei g2 die Bedingungen ( b ) erfüllt. 

Eine besonders einfache Gestalt des Fundamental-
tensors erhält man, wenn man nicht anfänglich von 

sondern von der dazu äquivalenten Darstellung 

> l 0 

ausgeht. Für die zu { W } konstruierten Darstellun-
gen { W } und { W ' } ergeben sich dann die Funda-
mentaltensoren 

« - ( ? a i ) « = ( u Ig . ' ) ' 

Mit / = 0 ergibt sich so für den Fundamentaltensor 
eine Gestalt, die der des Fundamentaltensors im 
„ D i p o l f a l l " beim LEE-Modell entspricht. 



Es sollen zum Schluß eine Zusammenfassung der 
Ergebnisse und einige weitere Bemerkungen fo lgen : 
Bei den reduziblen nicht zerfallenden Darstellungen 
{ r } = ( < £ > W ) besitzen, sofern { F J , {V2} treue 
Darstellungen der inhomogenen LoRENTZ-Gruppe 
sind, und bei den anderen unter gewissen weiteren 
Bedingungen, die Invarianten gleiche Eigenwerte für 
{ F j und {V2}, so daß es naheliegt, {V1} = {V2} 
zu setzen. Teilt man den Fundamentaltensor g in 
Untermatrizen entsprechend { W } ein. g = [ g l j ) > 
so folgt auf jeden Fall = 0 . 

gt = g2 = g3 = 0 und g 4 nicht ausgeartet, kann stets 
als Fundamentaltensor benutzt werden. Bei einer 
speziellen Klasse von Darstellungen, bei denen nur 
die Translationen von Null verschiedene Untermatri-
zen V besitzen, kann man mehr beweisen. Hier ge-
lingt es, durch eine Änderung der Untermatrizen V 
zu einem HERMiTEschen, nicht ausgearteten Funda-
mentaltensor zu gelangen, bei dem g2 und g3 von 
Null verschieden sind. g 4 kann beliebig entweder 
Null oder X g2 sein, wobei X ein geeigneter Faktor 
ist. der g HERMITESCII macht. 

Der Nachdruck der Untersuchung wurde gerade 
auf die letzte Klasse von Darstellungen gelegt, da 
die bis jetzt in physikalischen Arbeiten erschienenen 
Beispiele, die Arbeit von H E I S E N B E R G über eine 
Variante des LEE-Modells8 und eine Arbeit von 
F R O I S S A R T 1o über eine relativistische Analog ie zu 
dem von H E I S E N B E R G eingeführten Dipolgeist , die 
entsprechenden { F } nur für Translationen von Null 
verschieden haben. 

Man könnte versucht sein anzunehmen, daß auch 
für { F j } = 1 (d. h. physikalisch die Vakuumdarstel-
lung) ein reduzibles { W } = existiert, das 
nicht zerfallend ist. Man überzeugt sich jedoch 
schnell, daß so etwas nicht vorkommen kann. Es 
folgt v (Z) =v(At)) und das führt zu Widersprü-
chen, was man erkennt, wenn man z. B. ( A t) = — Z 
wählt. 

§ 5. Übergang zu anderen Symmetriegruppen 

Die letzten Abschnitte befaßten sich mit der Kon-
struktion von invarianten Bil inearformen unter den 
Transformationen der eigentlichen inhomogenen 
LoRENTz-Gruppe . Falls man weitere Symmetrie-
gruppen, d. h. Gruppen, deren Transformationen als 
Abbi ldungen des HiLBERT-Raumes auf sich selbst 
gedeutet werden können, betrachtet, so stellt sich 
diese A u f g a b e erneut. Wenn man die vorangehenden 

Betrachtungen unter dem Gesichtspunkt der Ver-
allgemeinerung auf andere Gruppen noch einmal 
durchgeht, so zeigt sich, daß man die Ergebnisse 
weitgehend übernehmen kann. Erhalten bleibt das 
Schema, das zunächst vollständig zerfallende und 
reduzible. aber nicht zerfallende Darstellungen un-
terscheidet. und das die irreduziblen Darstellungen 
danach klassifiziert, ob { ( F * ) - 1 } und { F } gleich, 
ob sie äquivalent oder nicht äquivalent sind. Die 
Konstruktion der Fundamentaltensoren g, welche in 
den einzelnen Fällen angegeben wurde, hängt nicht 
von den speziellen Gruppeneigenschaften ab. Dage-
gen müssen die Aussagen über die Invarianten und 
infinitesimalen Operatoren den spezifischen Grup-
peneigenschaften angepaßt werden. Die zuletzt dis-
kutierte Klasse von nicht zerfallenden Darstellungen 
der inhomogenen LoRENTZ-Gruppe, bei denen die 
Translationen den vollständigen Zerfall verhindern, 
läßt sich für andere Gruppen in der Form überneh-
men. daß an die Stelle der Translationen allgemein 
eine Untergruppe tritt, welche AßELsch und zugleich 
einfach (d. h. sie enthält keine echte invariante Un-
tergruppe mehr) ist. 

Daß die Konstruktion der Fundamentaltensoren 
am Beispiel der eigentlichen inhomogenen L O R E N T Z -

Gruppe durchgeführt wurde, hat zwei Gründe : Ein 
physikalischer: Die überragende Bedeutung dieser 
Gruppe für die Physik der Elementarteilchen. Und 
ein mathematischer: Es handelt sich um eine Gruppe 
mit unendlich vielen Elementen, die nicht AßELsch 
und als topologische Gruppe nicht-kompakt ist. 

Für eine Gruppe mit endlich-vielen Elementen gi l t : 
Jede Darstellung ist normal (d. h. einer unitären 
äquivalent) 13. Für eine kompakte LiEsche Gruppe 
gilt: Jede Darstellung ist n o r m a l 1 3 . 

In beiden Fällen kann man demnach durch Ände-
rung der Basis zu einem Fundamentaltensor inner-
halb jeder Darstellung gelangen, der ein Vielfaches 
der Einheitsmatrix ist. 

Geht man von einer definiten Metrik im Zustands-
raum zu einer indefiniten Metrik über, so ergeben 
sich daher bei den letztgenannten Gruppen keine 
neuen Gesichtspunkte. Das ist z. B. der Fall, wenn 
die auftretenden Gruppen einer reellen orthogonalen 
Gruppe isomorph sind. Wenn die Gruppe zwar nicht 
mehr kompakt, jedoch noch AßELsch ist, werden die 
irreduziblen Darstellungen eindimensional . Der Fun-
damentaltensor muß jeweils ein Element mit dem 
Eigenwert g{t) mit einem Element, das zum Eigen-
wert 1 /o(t) gehört, verbinden. 



Anhang 

2. Beweis von Satz 12: 

Schritt I : Unter den Matrizen { F ( d ) } sind nach Vor-
aussetzung nur die für V (t), t eine Translation, von 
Null verschieden. Da man alle Matrizen durch die Ope-
rationen 
(f) f ( U O ) ^ i M ) V(t)Vx-x{A) 

und die Additionen 
(g) V(tff t,) = vx (h) V (tt) + V (h) vx (t2) 

= Vdh) V(h) + V(t2) VM 
erhält, muß nur gezeigt werden, daß aus der Gültigkeit 
dieser Gleichungen für { K (i) } die Gültigkeit dieser Glei-
chungen für ft-1 F*( — t) ft folgt. 

Führt man in den Gin. (f) links und rechts HERMITE-
sche Konjugationen durch, ersetzt t durch — t, multi-
pliziert mit g von links, mit ft von rechts, so ergibt sich 
g2-1V*((-At))g2 

= g2-i(Vr1(A))* V*(-t) VX*(A) g2 

oder 
ft"1 F * ( ( - , i t ) ) g 2 

= VM) \gt-*V{-t) ft] VC1 {A). 

Die gleiche Operation wird an den Gin. (g) durchge-
führt. Wegen F = V 1 ( — t) erhält man 

ft"1 V*( - (h +12) )g2 = Vx (tx) [ft-1 V* (-12) ft] 
+ [ f t " 1 V(-ti) gt] Fi («,). 

Damit ist gezeigt, daß mit { W (g) } auch 

X(d) = ({Vid)}' {e\v*(d~}d) e i n e Darstellung ist 

Schritt II: Auch 
w(d)={{vi?»• {vw)+pzrd)}g>) 

und W(d) = ( { v ™ - $ g ; y ™ « ) 

sind Darstellungen. Man hat die Gültigkeit der Gin. (f) 
und (g) zu beweisen, wenn man dort statt {V(d)} die 
Matrizen 
F (d ) + ft-1 V*( — d) ft bzw. V(d) — f t - 1 V*( — d) g2 

einführt. Da die Gleichungen für jeden der beiden Terme 
in den Klammern gilt, folgt die Gültigkeit von (f) und 
(g) unmittelbar, da (f) und (g) linear hinsichtlich {F } 
sind. 

Schritt III: Zunächst ein Hilfssatz: 
Wenn eine Darstellung 

W = {F x } irreduzibel mit einer Matrix 

A = t ;) 
diagonalisiert werden kann, dann läßt sich {W} auch 
mit einer Matrix K = g j ) auf die Form 

bringen. 
Beweis: Aus 

A{W}A~>=(™ {Si}) 

f o l g t 

W F J , « , { F } + « , {K ,> / ~ \{Dt}a,, {Dt} aj ' 

Annahme: a3 = 0 . Es müssen ax 0 , a4 =|= 0 sein. Aus 
( ' i { V i } , a , { F } + « , { F , } \ / { D l } « , , { D j a A 
\ o, a 4 {F , } ) - { 0, {DJ aj 

ergibt sich 
{Dx} = ax{Vx} ar1, (D2} = a4{Vx} a4_1. 

Damit erhält man 
/ / a,"1 a,\ / { F , } { F } \ _ / { F , } 0 W / „,-» a,\ 
\0 J M O { F , } J - [ 0 { F , } / \0 I ) 

Mit K= (J ai"1/a') läßt sich dann OF} diagonal machen. 

Annahme: a3 =4= 0 . Aus der linken unteren Unter-
matrix von (a) erhält man {Dx} = as{Vx} a 3 _ 1 . Damit 
ergibt sich aus der rechten unteren Untermatrix von (a) 

{ F } = {VX} a 3 _ 1 a4 —a 3 _ 1 a4 {Vx}. 

Mithin kann {W} = (J { °> ) g 

mit K— (q _ a s / a 4 ) diagonalisiert werden. 
Daß mindestens eine der beiden Darstellungen {W) 

und {JF} nicht zerfallen kann, folgt durch indirekten 
Beweis: 

Annahme: {IF} und {JF} können beide zum Zerfall 
gebracht werden. Wie der Hilfssatz zeigt, folgt aus der 
Tatsache, daß z. B. {IF} zum Zerfall zu bringen ist, daß 
man dann dieses auch durch eine Matrix 

A = (o / ) mit A ~ 1 = ( o / ) erreichen kann. 

Dasselbe gilt für {W} , so daß man annehmen kann, daß 
{JF} mit A = (o / ) diagonalisiert wird. Es ergibt sich 
das Gleichungssystem: 

[O 1 ) [ 0, { F J Mo / / \0 /M 0, { F , } Mo I ) ' 

Es ist ft_1{F*( — d) } ft = {U} gesetzt. Durch Matrix-
multiplikation rechts und links ergibt sich für die oberen 
rechten Untermatrizen 
— { F t } a + {V)+ {U)+ a{Vx) 

= -{\x}ß + {V}-{V) + ß{Vx} 
oder 

{U}^{Vx){a~ß)~ {a-ß){Vx}. 

Für {U} wird eingesetzt ft-1{F* (— d) } g2 und K für 
a — ß geschrieben. Dann folgt aus der letzten Gleichung 

g2~HV*(-d)} g2 = {Vx(d)} K-K{\x(d)}. 

Multipliziert man mit ft von links, ft-1 von rechts, geht 
z u m HERMiTESch-konjugierten ü b e r u n d berücksicht igt 
Vx*( — d) = f t Vx(d) ft-1 , so erhält m a n schl ießl ich 

{V(d)} = ft-1 K* g2{ Vx (d)}-{ Vx (d)} g^1 K* ft 
oder 
{V(d)} = F{Vx(d)}-Vx(d) F 

mit k o n s t a n t e m F . 



Es wird dann 

und könnte, wie man sieht, zum Zerfall gebracht werden. 
Widerspruch. Es muß noch gezeigt werden, daß für die 
beiden Darstellungen { f f } und { f f } nicht ausgeartete 
Fundamentaltensoren existieren. 

Schritt IV: Schreibt man für die rechte obere Unter-
matrix von { W} das Zeichen Y , dann erhält man 

g2-i y* ( - o g 2 = g 2 - i \ v { t ) + g 2 - x v(-t) g*\ * 

= S2-1[V*(-t)+g2*V(t) (*,"»)•] g2, 

wählt man jetzt g% = g~*, so ergibt sich 
gt~xY*{-t) g2 = Y(t) . 

Da gleichzeitig für g2 (b) erfüllt sein muß, wird 

g2Y(t)^V*{t) g2Vx{t) Y(t) 
und außerdem gilt 

Y(-t)'-frl(t) Y(t) vrHt). 

Führt man die letzten beiden Gleichungen in die voran-
gehende ein, so ergibt sich 

{V* (t)} g2{ Y(t)} + {Y* (t)} g,{ Vt ( 0 } = 0 , 

also gilt (d) . In diesem Fall kann man den Fundamen-
taltensor 
g=(g f g ) » 8-2= g-2* m i t beliebigem / wählen. 
Genau so beweist man für die Darstellung IT , daß der 
Fundamentaltensor 
g = [ ? g t » gi = g-2* mit beliebigem /. verwendet 
werden kann. 

Damit ist Satz 12 bewiesen. 

Indefinite Metrik im Zustandsraum 
und Wahrsdheinlichkeitsinterpretation 

V o n S I E G F R I E D S C H L I E D E R 

Aus dem Max-Planck-Institut für Physik und Astrophysik, München 
(Z. Naturforschg. 15 a, 460—467 [I960] ; eingegangen am 3. März 1960) 

In part I invariant bilinear forms were constructed by means of suitable fundamental tensors. In-
variance is one of the conditions for the probability interpretation. In the following part further con-
ditions are specified for the "space of physical states". They are sufficient at the first instance for the 
probability interpretation for elements of one coherent sector. 

Teil II : Der kohärente Sektor 

§ 1. Übergang zur kovarianten Schreibweise, 
Pro jektionsoperatoren 

Für die verschiedenen Typen von irreduziblen 
Darstellungen wurden in Teil I die metrischen Fun-
damentaltensoren angegeben. Diese Fundamental-
tensoren besitzen die Eigenschaft, daß sie nicht aus-
geartet sind und H E R M I T E S C I I gewählt werden können. 
Auch für die Klasse von reduziblen, aber nicht zer-
fallenden Darstellungen, welche bisher in Model l -
theorien auftraten, ließ sich ein nichtausgearteter 
HERMiTEscher Fundamentaltensor angeben. 

Wir wollen daher im folgenden, wenn nicht aus-
drücklich anders vermerkt, annehmen, daß im Zu-
standsraum ein nichtausgearteter, HERMiTEscher Fun-
damentaltensor existiert. Man kann dann zu der kür-
zeren kovarianten Schreibweise übergehen 16 ' * . Seien 

16 Vgl . W . HEISENBERG, Nucl . Phys. 4, 5 3 2 - 5 6 3 [ 1 9 5 7 ] , spe-
ziell S. 550. 

' 0 / ) die kovarianten Grundvektoren im Zustands-
raum, so wird für einen Vektor | l P ) 

I W) = lI" \ <P(), 

wobei die XP] die kontravarianten Maßzahlen von 
! XP) in bezug auf die Basis | sind. 

Durch (0k\ &i)=gkl 

ist die Metrik festgelegt. Nach Teil I kann man an-
nehmen. daß g HERMITESCII ist, so daß auch hier 

(<P*|$i> = gilt-

Es ist zweckmäßig, eine zweite Basis mit kontravari-
anten Grundvektoren j &1) einzuführen. Sie sind 
durch 

(<F\4>m) = (*m\<F)=dlm 

definiert. 
Z u m Beispiel erscheint der Vektor ( j dann als 

mit lPi als kovarianten Maßzahlen. 

* (Anm. 1 — 15 siehe Arbeit I, Z. Naturforschg. 15 a, 448 
[1960]; im folgenden mit I zitiert.) 


